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SUR UNE 



CLASSE DE SURFACES MINIMA, 

PAR M. X. STOUFF, 

Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Montpellier. 



1. 

lliemann a découvert (*) des surfaces rninhua engendrées par un cercle 
dont le plan se déplace parallèlement à lui-même et montré que la théorie 
de ces surfaces se rattache de fort près au théorème d'addition des fonctions 
elliptiques. D'une manière générale, le problème de trouver des surfaces 
minima passant par un cercle revient à chercher deux fonctions analy- 
tiques telles que, la somme des arguments restant constante, il en résulte 
une relation d'une certaine forme entre les fonctions elles-mêmes. 

Nous partons des formules de M. Weierstrass : 

œ = 1^(1 - u^)^(ii) du -h ^f(i - v')g{v)dv. 
5=1 uê{u)du 4- / v^{v)di\ 

Cherchons la condition pour que la surface contienne un cercle dont le 



(') Œuvres complètes ^ p. 3ii, 
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plan soit p.irallcle au plan des xy. Soit z = c réquation du plan de ce 
cercle, R son rayon. Les valeurs de w et de p relatives à un point de ce 
cercle satisfont à la relation 

(2) I u.i(u)du -h I v(J(v)dv = c, 

laquelle doit être équivalente à l'équation obtenue en exprimant que la 
section de la surface par le plan z = c r un rayon de courbure constant et 
éfçal à R. Posons 

(3) ruri{u)du=c— rv(J(i^)dv=i^. 

Un élément d'arc de la courbe est donné par la formule 

(4) d7 — (i-hui^)\/j(u)(j(v)dudi^, 

ou, en tenant compte de l'équation (2), 

d(j—.±.i — — ^ d^; 

a étant Tangle que fait la tangente avec Taxe des x, on a 

(j) langa = i^^ . , ''^ , =f , 

et, par suite, 

dci~' "■ w*J(i/)-+-i'»y((>) ' 

posons 

(7) «==?'(Ç), i^ = ^'(c-C), 



il vient 



''^(«)=rrr ' 



et l'équation (7) devient 

C'est à la détermination des fonctions (p(s) et ^(î^) jouissant de la pro- 
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priélé exprimée par Téquation (8) que revient essentiellement le problème 
de faire passer une surfoce minima par un cercle donné. Les coordonnées 
d'un point de la surface s'expriment alors en fonction de deux paramètres 
arbitraires 2^ et y) par les formules 

(9) 



-'>'=/?^)-/*'(^^''- 



- = s -f-TQ, 



La formule bien connue d'addition des fonctions elliptiques peut s'écrire 

cnÇdnÇsn'*Ç -h cmn clnyîsn-*y) 



(lo) iA-sn(Ç-i- Yî)=i 



lA snÇsrin 4-(iA-snÇsnYî)-* 



et, en prenant ç(2^) = yfiksn'Cy ^(^) = yffksnrij la formule (lo)se ramène 
à la formule (8) et montre que les sections de la surface minima par des 
plans parallèles au plan des xy sont toutes des cercles. On a ainsi la sur- 
face cerclée de Riemann. 

IL 

On peut satisfaire à l'équation (8) par des fonctions plus simples que 
celles de lliemann. Posons 

(II) <p(Ç)^X^e*<, ^(n) = v'^^,e^\ 

les constantes contenues dans les fonctions (i i) devront être telles que ces 
fonctions vérifient l'identité (8), c'est-à-dire 

.II « • 






^a^c^r:-a')^^ i (^^b){c^K-b') ^_,^ 



)(c-Ç-^') XX' (Ç-a)(c-Ç-a') 

En exprimant que les deux membres ont môme valeur pour X^ infini et en 
égalant les résidus des deux membres par rapport aux pôles a^ b, c — a\ 
c — h\ on obtient des équations faciles à résoudre et qui donnent finale- 
ment le résultat suivant. 
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Pour obtenir des surfaces réelles, on attribue à A* une valeur réelle, exté 
rieure à — ^ et -f- |r; la valeur de XX' est déterminée par l'équation 



2 A-R = X>/e*<^ 4- 5T7^"^^ 



elle est réelle; les modules de X et de X' seront tous deux égaux à y A A' el 
Ton pourra prendre arbitrairement la valeur absolue de leurs arguments, 
qui seront égaux et de signes contraires : S étant une quantité réelle arbi- 
traire, on aura 

c aVA'e^^R .. \ 

) a-^ b' ^=z b -^ a 
c 2X»V»g»^^R 

Les intégrations indiquées dans les équations (9) peuvent s'eflecluer et la 
surface minima peut se représenter par les équations 

X -*- lY := e**^ p^^^t 

2 A î-^ 2X>/« n-a' ^ ' 

X - /K ==- -i- C-^^ + y ,,; _ ^ r)-2a- + ^- 

2XÂ« Ç-a 2 A- n^b' ^ ' 

^ et •/; étant deux quantités imaginaires conjuguées. Si Ton a 

tw est constant. Il en résulte que le plan z = a-\- b' coupe la surface sous 
un anf^le constant. 

L'emploi des fonctions elliptiques donne des résultats analogues. Consi- 
dérons les expressions 



7i n — b)>j(c -^ a — fp') 7{r: — a)'j(c — ri — a' )' 



SIR UNE CLASSE DE SURFACES MINIMA. A.C) 

OÙ (T désigne la fonction de M. Weierstrass (*). Elles représentent des 
fonctions doublement périodiques de ^, si la somme de leurs zéros égale 
celle de leurs infmis. Cette condition, que nous supposerons réalisée, 
revient à 

(12) a — b = a' — b\ 

En les décomposant en éléments simples, on trouve qu'elles sont respecti- 
vement égales à 

a'(a — 0) _ <T'{Z- b) __ (j'(c^i; — b') (j'(c^a — b') 

(T(a — b) (7(Ç — b) (7(c — Ç — b') "^ <7(c — a — b') 
et 

(7(Ç — a) <7(c — Ç — a') ©-(rt — 6) <j(c — b — a')' 

En remarquant que, d'après la relation (12), 

c — a — b' z= c — b — a', 

on obtient l'identité 

(7^(^-6) a'a^a) <T'(:-b) cr'{c-t:^a') ^'(c^y^h') 
' (7(flr-.6) "^ (7(Ç — a) (j(Ç — ^) "^ (j(c — Ç — a') (7(c — C-^')' 



(7(C — 6 — a')(7(a — ^)<7(Ç — ^)<7(C — Ç — ^') 

g(c — <z — a^)g(;— 6)g(c — C--6^) 
(7(a — 6)(7(c — rt — ^')^(C — a)o"(c — î — «') 

que Ton peut ramener à l'identité (8) en posant 

-. a{a — b)<T(c — a — b') 

~~ \J<j(c-- b^b')(T(c — a — a') 

X et X' étant déterminés par les égalités 

V(7(c — flr — a') y/o-lc— rt — ^') 

où (X est une constante arbitrîiire. 



I M Je suis ici les notations du Livre de M. Weber : Elliptischc Functionen und alge^ 
braische Zahlen. 
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A.IO X. STOUFF. 

Les intéjjrations indiquées dans les formules (9) peuvent s'effectuer. Je 
dis que 

' ^ ' ^L <x(2a — 26) <J(Ç— ^) J 



soil, pour abréger, 



On a 



donc aussi 



et 






Q(,^-^coO = 0(Oe*'"'"''"*"*"'^ 



Q'CÇ + cO-Q'UX^^'''""^"'"'^^' 



9«(:-f-a>.) = ?*(Ç)e*''"~'""'"'^^, 



Donc ;^^ l reste invariable quand on ajoute co, à Targument; on vérifie 

de même qu'il ne change pas lorsque Ton ajoute Wj. Cette fonction ne peut 
d'ailleurs avoir pour pôle que a et ses homologues. Or a n'est pas un pôle; 
en effet, 

7*'ï — 2</-r ^) = (7(6 — a)4-(î — a)(7'(6 — a) -+- ^^ " ^^\ ''(b — a) -[-... .' 
^(; - ^)=r (7(« — ^) 4- (î — a)<T'(a - ^) -+- ^^^=-^* <7''(rt — ^) + . . . , 



et, en faisant le quotient des deux séries 



-'.2a ^b) a'(a^b) a'^a-^0) 

;— 6) <7(a — b) G^{a — b) 



' 7(^— ,2a H- b) 



on a aussi 

-Ti/i-/'» or' (/! — *) 



L (ji^a—b) ' (T*(a—b) J 

Kn effectuant le produit, on voit que Q(0 ne contient ni termes en !^ — a, 
ni termes en(!^ — a)^, donc J^ = a est un zéro double de Q'(0- ^^^^ suite, 

la fonction .)/. est doublement périodique, n'a pas de pôles et se réduit 

à une constante; en faisant J^ = 6, on obtient la valeur de cette constante. 



(i4) 
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En faisant les intégrations des formules (9), il vient 



■^ ff(2a — a6)ff(Ç— ^) X" ff(aa — 26)ff(Y)— «') 



•^ X' (7(2a — 26)o'(Ç — a) ©-(aa — 2^)<7(yî — ^') 

Le plan s = c coupe la surface suivant un cercle; il n'en est pas de mênie, 
en général, des autres plans parallèles au plan des xy. Mais les sections de 
la surface par ces plans jouissent d'une propriété qui les rapproche d'un 
cercle. // existe entre leur courbure proprement dite et leur courbure 
géodésique une relation linéaire. 

En effet, si dans l'identité (i3) on remplace c par 2, il vient 



<T(a^b) (7(Ç— a) (7(Ç— ^) ^(z — ^ — a') (j{z — Z — 0' ) 
_ a(z — b — b')(j{t: — a)(T(z — t: — a') 

fj(z — a — a')<j{K — b)<j{z — K — b') 
a (a — b)a{z — a — ^')o"(Ç — a)7(z — Ç — a')' 



ou 



^'^^ |^^-+-|{^ir|y=p?(0'M^-C)4-/[9(C)+ 



en désignant par p et p' les quantités 



^ a{z^b-b')s/cr(c-a^a') ^(-.) '^^ 

(j(s^b — a')7{a'^b)\/'(T(c — b — b')^ 



^(^z^a^a')s/a(c^b-^b') '=->li^, 

p — — ^ ■ — . c • 

v(z — a — b')a(a — b) \<j{c — a — a') 

Mais le rayon de courbure de la section est, en général, donné par la 
formule (8) et, en divisant membre à membre les formules (8) et (i5), il 
vient 

uv 4- i ' 



A.io 

Les intégrations incluin 
dis que 

soit, pour abrêg<M\ 



On a 



donc aussi 



et 



Dour 

1« • ■ I 
an 



(> 



_ .' T :iaii z = a -h b^ coupe 
.., .-* ZiADS qui donnent des 

• r< r.fL?tanl. 
sn.i'.n do théorème de Rie- 

::- «impies de la fonction 



V| -+- Wj 
9. 



) 
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COURBES SYNCHRONES, 

PAR M. A. LEGOUX, 

Professeur de Mécanique à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



On trouve dans la Mécanique d'Euler(i. II, p. 4?) Ténoncé du pro- 
blème suivant : 

Soient une infinité de courbes semblables AM prenant leur origine en 
un point fi^e A, trouver une courbe CMM déterminant sur toutes ces 
courbes des arcs AM qui sont parcourus dans des temps égaux par un 
point matériel pesant descendant sur chacune déciles et partant de A sans 
vitesse initiale (^courbes synchrones). 

Comme application de sa méthode, Euler traite complètement le cas 
particulier bien connu des lignes droites émanant de l'origine ; la courbe 
synchrone est, comme on sait, une circonférence. Il aborde ensuite les deux 
cas particuliers où les courbes sont des circonférences et des cycloïdes et 
l'équation différentielle de la courbe synchrone à laquelle il arrive est 
tellement compliquée qu'il paraît impossible de l'intégrer. 

Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de traiter ce problème diffi- 
cile par une méthode différente qui nous permettra de trouver les courbes 
synchrones dans un grand nombre de cas, et en supposant le point soumis 
à des forces qui satisfont à une fonction potentielle. 

La méthode s'applique aux courbes tracées sur des surfaces. 

Nous définirons les courbes en donnant l'expression de leurs coordonnées 
en fonction d'un paramètre variable. 

Soient 

. ( •2:=:/i(i/,a), 

Foc. de T. — VI. B.I 
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les équations des courbes de la famille, u désignant le paramètre variable 
et a une constante arbitraire. 

Soit (p la fonction des forces, on a l'intégrale des forces vives 



(^) 



(;«=2Q(a:, v)=:2 9(£/, a); 



on supposera ç =o pour a; ==o, y = o. 
On tire des équations des courbes (i) 



dxz=L 



'A au, 
ou 



dy=^ du. 



du 



ds 



-V(^)'-( 



du) ' 



de (2), on tire 



, ds 

dt= -— =, 

v/29 



'=/ 



ds 



,,^ y^/(iHfy 



du. 



Cette intégrale devra être prise entre des limites telles qu'elle s'annule 
pour une valeur de u correspondant à l'origine. 

Il faut que t soit le même pour tous les parcours sur les arcs AM, quelle 



Fig. I. 




que soit la courbe que décrit le point matériel pour atteindre la courbe 
CMM {fig^ i). Or / est fonction de u et de a, et l'on exprime que ce temps 



SUR LES COURBES SYNCHRONES. B.3 

est constant en écrivant que sa différentielle totale est nulle, 

(4) -T- du-h -^ daz=o, 

ou aa 

En éliminant a entre (i) et (4), on aura les équations de la courbe syn- 
chrone. 

Exemple I. — La force est la pesanteur et l'axe AX est dirigé suivant 
la verticale; les lignes AM sont des lignes droites passant par V origine. 

(EULER.) 

Soient 











X — £/', 










yzziau} 


les équations 


de 


ces 


droites 


<^=^2gX, 




ds — 2 y/ 1 -h a* £i 


posons 








t\Jàg^i^, 


il vient 











^,= 2^14- a* / du. 



Différentions et égalons à o la différentielle totale 

(4 bis) \J\ -h a^du-^ -==i j du=zo. 

Mais nous remarquerons que chaque courbe CMM correspond à une va- 
leur particulière de ^, , que pour chacune de ces courbes on doit considérer 

/i ou 2v^i H-a^ / du comme une constante et, par conséquent, on pourra 

X" . . t 

du par l'expression équivalente — * > dans laquelle on 

traitera /, comme une constante. En substituant cette valeur dans l'expres- 
sion précédente, on trouve 

t* a da , 

^ -h 2 aa = o. 



(i-t-a*)« 
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Intégrant, on trouve 



— ^ =z2u 4-C; 

(i-t-a*)' 



la constante C est nulle, car, pour w = o, ^i = o. En tirant de cette équation 
la valeur de a et la portant dans les deux équations des lignes droites, on a, 
pour la courbe synchrone. 



ou, en éliminant u^ 



y' = ^i n* - «s 






c'est un résultat bien connu et si nous avons donné un tel développement à 
la solution de cet exemple très simple, c'est pour indiquer l'esprit de la 
méthode qui va nous permettre de résoudre des problèmes beaucoup plus 
compliqués (*). 

Exemple II. — La force est la pesanteur et les courbes AM (Euler) 




(fig. 2) sont des cercles dont l'équation est 

^1 _^ ji — 2 a^ = o. 

Prenons, pour paramètre variable, l'angle u que fait le rayon du cercle 



(1) Dans ce cas simple, on aurait pu intégrer immédiatement l'équation (4 l^îs) qui au- 

G 
rait donné a»= — - — i, et, en remplaçant dans les équations (i), on aurait trouvé 



a* 



j'» -+- ar* = Car. 
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avec la verticale, les équations de ces cercles sont 

X = acosw, 
( j = a(i — sin//); 

on a 

On trouve immédiatement 

L'équation différentielle totale sera, en remarquant que / - — — = ~, 

J ycos// y/a 
txO * da du du 



2 



i/cosw / . , // 

^ i / I — 2sm' — 

d'où, en intégrant. 



d'où 



J vcos w 






Par conséquent, les équations de la courbe synchrone sont 

t\ cosw 

t^ii — sinw) 

On voit que les coordonnées d'un point de la courbe synchrone s'expriment 
au moyen d'une intégrale elliptique. 

On remarquera qu'il entre dans ces équations un paramètre arbitraire /<, 
de sorte que nous avons une famille de courbes synchrones correspondant 
à la famille de cercles. 

Exemple III. — La force est encore la pesanteur et les courbes sont 
des cycloides. (Euler.) 
Soient 

œ-=z a{i — cosw), 
y = a{ii — sin u) 
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les équations des cycloïdes, le paramètre arbitraire a désignant le diamètre 
du cercle générateur. 
On a 



2 



L'équation 



sjig = ti=z / -i = v'^v « / d" 



ou ôa 



prend la forme, toutes réductions faites, après avoir remplacé v'2a / du 
par/,, 

du H ^ a* da -= o. 

Intégrons et remarquons que la constante est nulle, car pour u 
/, = o, on a 



= o on a 



u =z 



^20 



d'où Ton tire 



an* 



et, remplaçant a par cette valeur dans les équations de la cycloïde, on a pour 
la courbe synchrone 



t} I — COSII 

J:= — 2 : 

2 U^ 

i\ U — sïnu 



On voit aisément que les courbes synchrones forment un système orthogonal 
au système des cycloïdes. 

Ces trois exemples sont les seuls qui ont été traités par Euler (loc. cit.). 



(«) Dans ce cas particulier, Téquation différentielle totale — H — ^ = o s'intègre immé- 

Q 

diatement et donne a = -^ > C désignant une constante. 
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Cas des forces centrales. 

Supposons que les courbes soient des cercles représentés par les équa- 
tions 

x=: acosu, 

y =za{i — s\nu) {voir plus haut); 

si Ton désigne par r le rayon vecteur partant de l'origine, on a 

i 

r=:y/2a(i— sinw)*. 

On a aussi 

ds=^ — a du. 

Supposons que la force centrale R soit proportionnelle à la distance et 
posons 

(^« = 2 fRdr=k*r*, 

d'où 

ds a du 

atzzz — =z — , 

V kr 

^ r" du I /•" du 

^*4 v^2a(i — sini/)* k\/2Jn v^i — sini/ 

La durée du parcours du point matériel depuis l'origine jusqu'à un 
point M correspondant à une valeur donnée de u étant indépendante de a, 
la courbe synchrone, dans ce cas particulier, est une droite passant par 
l'origine; cette droite coupe tous les cercles sous le même angle. On obtient 
son équation en regardant u comme constant dans les équations des cercles 
et en éliminant a. On trouve 



i = ■•"<! - ,-) 



Autre exemple. — SoitR = ÂL^r^, 



^^ = 2 CRdr = 



2 k^ r^-^-' 
m -4- I 
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on trouve aisément, en considérant la même famille de cercles, 



_ r " du _ y/m+i ^^ /*" du 

/ ^ r ' A-2 « ./^ (i — sinM) ^ 

En posant m = i , on trouve que t est indépendant de a : c'est le cas par- 
ticulier traité précédemment. 

On peut écrire l'expression de / sous la forme suivante, en désignant 
par A une constante, 

t^ka^ / ^±T- 

*^!F (^ — sintt) * 

On forme facilement les expressions de ^ et de ^ > et, en les substituant 

dans l'équation 

dt , dt , 

"T- a« 4- -^r-da^=^ o, 

ou aa 



on a 

1— m 



a * du 1 — w - 



m ■+-! 



« ^ da j î^— ^, = o. 

»/« (i — sintt) ^ 



(i — sintt) * ^jz (i — sintt) 

s 



Or, pour chacune des courbes synchrones, la valeur de t doit être consi- 
dérée comme constante et l'on pourra remplacer dans l'équation précé- 
dente 

du 



m -4-1 



(i — sinw) * 
par 



m— 1 

4-a * , 



et l'on obtient, toutes réductions effectuées. 



Kdu I — m 



m-% 



m-*- 1 



H ta ^ da:= o. 



(i — sinw) * 

Intégrons, on aura, en résolvant par rapport à a, 



m — 1 4 

T" ^ 



f du 

t/^ 1 — sini/) * 
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Cas particulier : m = — \ . — On a 



a =r 



(" - ') 



elles équations des courbes synchrones sont 



Jr -- ^ 277 cosw, 

A 



(« - n 



y— — > LT (' — sinw), 

A 



Formule générale. 

Nous allons maintenant donner une formule générale qui comprend, 
outre les cas précédents, un grand nombre de cas nouveaux. 

Si le paramétre a, qui entre dans l'équation des courbes semblables, re- 
présente une longueur, Téquation des courbes sera homogène entre .x-, y, 
a. On pourra toujours, et cela d'une infinité de manières, écrire sous la 
forme suivante les deux équations de la courbe 

u étant un paramétre variable, /< et /^ étant des fonctions données de ce 
paramètre. Supposons que la fonction des forces soit aussi une fonction 
homogène des coordonnées, on pourra écrire 

(2) 9(^',7) =^ ^'"? (j) = «vr? (j) • 

Comme on peut appliquer le principe des forces vives, 

ds r - 

V9 

i=jn f {/['+/,' y du 

J ^b(M 
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B.IO A. LEGOUX. 

l'intégrale devant être prise entre des limites telles que le temps / soit nul 
à Torigine. 



Posons 



Mm 



On aura 



(3) <, -fl «"•|(K). 

On tire de là 



m \ . i — m 



1 . ni \ . 1 — rn 

i— a ^^{u). - -—a * 4^ (w): 



remplaçons dans Téquation différentielle totale 



- - du -f- -7— aa ^o, 
au Oa 



il vient 



1 — '- / #?î \ — — 

Cl) a '^^'{u)du-^ii—^\a ^^{u)da — o. 

Les équations de la courbe synchrone résultent de l'élimination de a 
entre (i) et (5). Si nous remarquons que la durée du parcours du point 
matériel sur l'arc de courbe compris entre Torigine et la courbe synchrone 
est constant, on aura, d'après (3), 



ml 



formule dans laquelle /, ou t\j'i doit être considéré comme une constante. 
Remplaçons '|(w) par cette valeur dans l'équation précédente, elle de- 
viendra 



a ^ "Y {u) du -\- Il — —\ t^a-^ da — o 



ou 

m 



^'{u) du->rl\ )'i«' da=zo. 



Intégrons, on aura 



?-l 
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. = [i'jp]-: 



remplaçons a par celle valeur dans les équalions (i), on aura pour la 
courbe synchrone correspondant à celle valeur de t, 



{'y) 



.r=[^-J Mu), 






On arriverait au même résultat en observant que l'équation (i) peut se 
mettre sous la forme suivante 

^'{u) riu m — 2 da 

d'où, en intégrant et désignant par C une constante arbitraire, 
el 

On voit que la constante C est l'inverse de la constante /, . 

Les équations (5) définissent une famille de courbes synchrones corres- 
pondant aux trajectoires du point matériel. 

Courbes synchrones sur les surfaces. 

La méthode précédente permet de trouver les courbes synchrones sur les 
surfaces. Nous supposerons que chaque point de la surface est défini par 
l'intersection de deux courbes appartenant à des systèmes orthogonaux 
définis par deux paramètres /• et 'j» et que l'élément linéaire est représenté 
par la formule 

(1) ds^ — p dr- '\- g^ d^\ 

/ Ci g étant des fonctions données de '| et r; soit 

(2) F(/*, 'J^, fl) — o 
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récjuation d'une famille de courbes tracées sur la surface en question, 
a représentant une constante arbitraire. Supposons que les courbes précé- 
dentes partent loutes d'un même point de cette surface et qu'elles soient 
les trajectoires d'un point matériel soumis à des forces telles qu'il existe 
une fonction potenlioUe ç. On aura 

i'« ~ 9>, 
ç étant une fonction donnée de r et '^. On tirera de là 

du I — 



/ds 
~^9 



Mais, si Ton différentic l'équation (2), on a 

d'où 

dy 

remplaçons dans l'expression (i) de rf^, on aura, en tenant compte de (2) 

ds~y{r)dr, 

ç pourra aussi être considéré comme une fonction de r seulement, en vertu 
de l'équation (2), et l'on pourra écrire 

(3) t=zjF{r,a)dr. 

En raisonnant comme dans le cas des courbes planes, on verrait que 
l'équation des courbes synchrones correspondant aux courbes du sys- 
tème (2) et à cette loi particulière de la force sera donnée par l'élimination 
de la constante arbitraire a entre l'équation (2) et l'équation différentielle 
totale 

(4) ~ dr -\- -— da —o. 

ôr da 
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Application. — Soil à trouver les courbes synchrones correspondant 
à une famille de courbes géodésiques tracées sur une surface de révo- 




lutiou à partir d^un point donné, parcourues par un point matériel 
soumis à V action d^ une force donnée {fig^ 3). 
Soit 

(i) ds'' =: du- ^ r^ d^^ 

l'expression de rclément linéaire, r désignant le rayon du parallèle, 
4* l'angle formé par un méridien quelconque avec un méridien pris pour 
origine, u la longueur de l'arc du méridien, u étant lié à r par la relation 

u--=f{r), 

qui définit la courbe méridienne. 

On peut mettre sous la forme suivante l'équation des courbes géodé- 
siques 

a du af {r)dr 



(2) di,^ 



r^r^ — rt* 7^/** — ûT* 



a désignant une constante arbitraire (voir Darboux, Théorie des sur- 
faces). 

Si l'on appelle i l'angle formé par une de ces courbes avec le méridien 
on a 

rd^ a 

du y/,.2 _ a^ 

et Ton voit que a représente le rayon d'un parallèle auquel les géodésiques 
sont tangentes. 

Considérons toutes les géodésiques passant par un point donné sur la 
surface et que l'on obtient en faisant varier la constante a; regardons-les 
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comme les trajectoires d'un point matériel soumis à des forces données 
telles qu'il existe une fonction potentielle ç. 

On trouve aisément pour l'expression de l'élément linéaire d'une ligne 
géodésique tracée sur une surface de révolution 

, r du 
as = : 

de p^ = ç, on tire 

(3) t^ r'^i= f-i4L^. 

Dans le second membre u est une fonction donnée de r, et 9 qui, en 
général, dépend de r et de t|y peut aussi être considéré comme une fonction 
de r en tenant compte de l'équation (2). Si l'on suppose effectuée l'inté- 
gration dans le second membre, l'équation (3) donnera l'expression de / au 
moyen de r et de a. On écrira Téquation 

et les courbes synchrones seront définies par une équation résultant de 
l'élimination de a entre (2) et (/i). 

Application, — Considérons le cas particulier suivant 

A- r"' 
(I) r''-u-=i/r-, 9—js_-/]i iM, /ïClAconst.; 

la surface en question est l'alysséidc de Bour. 
L'équation différentielle des géodésiques est 

,, adr 



la longueur de l'arc s'exprime ainsi 

, r- dr 

ds = — * 

On a 

(3) ^'^=9f 

^,. ^_ /•'* r'-dr __i_ f r^Zl^f^ 



r, T 1 T V / \ / t' » 



( *) On suppose que la fonction des forces <p dépend du rayon du parallèle cl de la longueur 
de l'arc du méridien compris entre ce parallèle et le sommet de la surface. 
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Il faut éliminer a entre l'équation (2) et 

(5) ^4dr^iLda=o. 

or ôa 

Ceci posé, introduisons une variable auxiliaire comme nous avons fait 
pour le mouvement dans un plan ; posons 

(2 bis) rz= - (e^-l-e-^), 

remplaçons r par sa valeur dans l'équation (2), on aura 
, . ,, 2ad9 

{2 ois) ddt^=z — - ; 

SOUS cette forme on a r et 'j» exprimés en fonction de pour représenter les 
géodésiques de l'alysséide. 

On trouve pour l'expression du temps 

et Oo correspondant aux valeurs retr^. 
L'équation (5) sera remplacée par 

(5 bis) -^dO -h -^ da=zOy 

ad oa 

ou, en remarquant que 



a'-'n^^e^ ^ c-^f-'^ dQ -^-{1- m)a-"'da / {e^-^ e-^f"" dB ^o. 



Mais on tire de (4 bis) 

.0 



f (e^-^e-^)'""d9^^a'^^-\ 



t devant être regardé comme une constante; substituant, on a 
(5^er) {e^^e-^f-'^de^ {JllZj}! a^-^da. 

On peut intégrer et l'on a 
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d'où 

I 

_rBz(5)"|^-T 



a^[^^p] 



Portons celle valeur de a dans les équations (2 bis), nous aurons les équa- 
tions des courbes synchrones. Ces équations contenant une constante /, 
on aura une famille de courbes synchrones correspondant aux géodésiques 
passant par un pohit donné. 

Cas particuliers, — i" m = 1. Ce cas n'est pas compris dans les for- 
mules générales. L'équation ( \ bis) montre que / est indépendant de a : il 
ne dépend que du paramétre 0. Or le temps que met le mobile pour atteindre 
la courbe synchrone en partant de Torigine est constant quelle que soit la 
trajectoire parcourue, et, / étant une fonction de seulement, il en résulte 
(jue est constant. 

Donc la courbe synchrone dans ce cas particulier sera définie par les 
équations (2 />/,y) dans lesquelles on considérera comme une constante 
et a comme un paramétre. On aura Téquation entre r et v}; en éliminant a 
entre les deux équations 

yfiO 
-------- - -^(9, a), 

On a traité précédemment un cas particulier analogue à celui-ci. 
2" m — 2, on a 

la substitution de cette valeur de a dans (2 bis) donne 



t^^^{0-~e,y{e^-^-e-^)^-l,h^ 



Il est intéressant de remarquer que les formules précédentes ne dépen- 
dent que de la forme de l'élément linéaire de la surface de révolution. Donc 
c" ■'•Dpliquent à des trajectoires tracées sur toutes les surfaces applica- 

surfaces de révolution. 
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CERTAINES PROPRIÉTÉS D'UNE POSITION D'ÉQUILIRRE 



D'UN SYSTÈME, 

PAR M. Pacl APPELL, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Paris. 



Lorsqu'un système dont les liaisons sont indépendantes du temps est sol- 
licité par des forces dérivant d'une fonction de forces U, la recherche des 
positions d'équilibre du système se trouve ramenée à la recherche des maxima 
et minima de cette fonction U regardée comme fonction des paramètres in- 
dépendants qui servent à définir la configuration géométrique du système. 

Kn partant de cette propriété bien connue qui est une conséquence immé- 
diate du principe des vitesses virtuelles, on peut, même pour un système 
sollicité par des forces ne dérivant pas d'une fonction de forces, assigner 
une infinité de fonctions devenant maxima ou minima dans une position 
d'équilibre donnée du système. On obtient ainsi des théorèmes donnant 
des propriétés de la position d'équilibre considérée, mais ne permettant pas, 
en général, de trouver cette position, car l'énoncé de ces propriétés suppose 
connue la position d'équilibre. Nous commencerons par indiquer, en les 
rattachant au point de vue auquel nous nous plaçons ici, des théorèmes de 
Lagrange et Mcibius. 

Considérons un système de points matériels M^ (a;, , yo^,), Ma (^25 Yi^ ^2)? 
. . ., M;,(Xrt,y;j, z^) assujettis à des liaisons données indépendantes du temps 
et sollicités par des forces directement appliquées, le point M,, par des 
forces que nous supposons pour simplifier réduites à une forceP, (X, , Y, , Z,), 
le point M2 par une force P2(X2,Y2,Za), — Soit, pour ce système, une po- 
sition d'équilibre déterminée dans laquelle les points M,, Mj, ..., M;, oc- 
cupent des positions déterminées m,, m^, ..., /w„ de coordonnées (a,, 6,, C|), 
(«2, /'a? ^2)? "M (fln^ ^in Cn)t l^s forccs Correspondantes étant des forces dé- 
terminées Pij Pij . . . , /?;i de projections respectives (A , , B, , C,), (Aa, B^, C^), 

Fac, de T. — VI. C.I 
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A,- B.- C, . Dan> o?? C'>ndili'>n5 on a ks propoâtîons que doos aUoDs 



IliCLivp-^. 



I . LfiLTraiire donne dans sa Mvcaiiiquf arêah-tiqur i Siaiîqur, Section I. 
i:* 1*^ *-î >ç«^ti'>n m, § V un-: denionstration du principe des vitesses vir- 
lu^-Ij'-f qd r^X fondra si:r un priDrif»-? ^-ntr^^Ti par Toiricelli ( ï7#irf., § (6) el 
qui ?*>iiiTi:: a la j-rc^f rî-Llt:- suivant-? : >ur la direction de chacune des forces 

f .. } .^ /'. corresî"*>ndant â la j:«oâtion d'équilibre, marquons un point 

L-\*^; lious aunMis ainsi n p>inls. O. sur/* , U. sur />. Dans une po- 

•iitioL TC'isÎDe de Cr:-tte j-rrsilion d '.-qnilibre, les p'^ints du système occuperont 
o***- p:»?:îi':»iis M.. M. M,. La foncli'>n 

doiit cbaqDe terme est la distinre d'un p:«iut M. du système au point flxe O, 
(*orreî^K»ndantmultif'lieejiâi l'iîitensiti- jn., i-st nvjLxunum ou minimum doMi^ 

En eflet, imairirioris que le sysir-nie, au lieu d'i-lre sollicité par les forces 

données P^, P, P^. s*:»il s^«lliciîr jwàr d-.-s forces P,. P. P^, la force 

P stpj •liguée au j^oint M. lUnt ec^îe â U constante /». et diriiréo vers le point 
fixe M, : s^Z'US l'aclion de C'j-s nouxrîK-s fonys le système sera encore en 
^qi::iîl»re dans la position drtennln'.*/ qu-- nous a^ons considérée, car dans 

r*r-lte pcrsjtion d'/temiint-e l'j-s ivv.:\eîl;^ foiV'.-s P,, P^ P^, do-iennenl, 

d'c:j»res leur définition, riTâli^ à ce que de\ienuent P,, P. P, dans celte 

ujême p':>sition. Mais ce nouveau SNstème d:^ forces P , P PI dérive de 

ia icinction des forces 



(.ar le travail \irtuel de la force P d'inlensilo constante /». dirijrée vers le 
point fixe ^^, est — /«.sM i.r. La pi>>ition d'équilibre considérée rend donc 
^L reneral maximum ou minimum cette fonction des forces, c'est-à-Jiro S, 
"1 dans tous les cas elle annule la variation de S, 

lîien entendu, la recipn^i^ue n'est pas e\av le, en ce sens que toute position 
du ^y^lème pour laquelle la variation de > i^l nulle est une j>osition d'équi- 

iiiire du système sous l'action di-s nou\elK-s forc^-s P , P P., mais 

fti'U sjus l^action tirs f.^rcrs /ir.>?i;/;Vr r.v? ^; li.^féï/rrs: P,, P. P,; la 

propriété énoncée est donc s].eciale â la pv^ilivMi d'tNpnlibre parliculièrt- 
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que nous avons envisagée au début et qui nous a servi à définir les points 
()i, O2, . . ., O^ et les quantités ^ijj^a, . . ., p^» 

Il est important de remarquer aussi que la position d'équilibre considérée 
(jui est commune aux systèmes de forces P,, Pg, ..., P;^ et P'^, P!^, ..., P), peut 
être stable dans l'un des systèmes de forces et instable dans l'autre. La- 
grange montre que l'on peut réaliser ce second système de forces à l'aide 
de poids et de poulies, mais c'est là un point particulier qu'il est inutile de 
développer ici. 

Prenons un exemple entièrement élémentaire. Imaginons un point libre 
M sollicité par trois forces, toutes d'égale intensité^ mais de directions dif- 
férentes. Ce point sera en équilibre dans une position m pour laquelle les 
trois forces formeront entre elles, deux à deux, des angles tous égaux 
à 120". Prenons alors, sur la direction de ces trois dernières forces, trois 
points fixes O,, O2, O,, le point m se trouvera parmi les positions du 
point M qui rendent minimum la somme 



MO, -hMO, 4-MO3. 

Ln calcul facile montre d'ailleurs que ce point m est le seul qu'on trouve 
en cherchant à rendre cette somme minimum. 

II. Dans son Traité de Statique ^ Mobius suppose presque toujours que 
les forces agissant sur un système sont constantes en grandeur^ direction 
et sens. Ce cas se présenterait pour les forces P'^, P'^, . . ., P^, si les points 
appelés précédemment 0|, O2, ..., O;, étaient éloignés indéfiniment sur 
les directions des forces /)|, p^, . . ., p^ dans la position d'équilibre consi- 
dérée. Les projections de/?, étant A,, B/, C/, celles de P| qui est égale et 
parallèle à /?, auront les mêmes valeurs; le système des forces P' dérivera 
alors de la fonction des forces 



I = /i 



S = ^ {Ai^'i -h Bijri-hCiZi), 



1 = 1 



qui remplacera la fonction appelée précédemment S et qui, par suite, sera 
encore, en général, maximum ou minimum dans la position d'équilibre 
considérée. 

III. Principe du minimum de la somme des carrés des distances. — 
Voici une autre propriété de l'équilibre qui a été indiquée par Mobius et 
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qui se rattache au même ordre d'idées ( * ). Le système étant en équilibre 
dans les positions /W|, m^, ..., m^ où les forces sont/?,, jt?^, ..., />„, prenons, 

à partir du poinl /Wi, sur la direction de la force />,, une lon^cur /72,0, 
égale à ~> à partir de m^ sur la direction de p^ une longueur m^Oj égale 

à ^> • •, A* désignant une constante différente de zéro. Considérant ensuite 

une position quelconque M,, M^, ..., M„ du système, faisons agir sur les 
points M|, Ma, ..., M;, des forces P',, P^, ..., P), dirigées respectivement 

suivant les droites M,0|, M^Oa, ..., M^O^ et égales à /rM,0|, AM^Oj, 

^M„0„. Sous Taclion de ces nouvelles forces, le système est encore en 
équilibre dans la môme position m,, /Wj, ..., m^, car dans cette position 
spéciale les forces P',, \\^ . . ., P^, coïncident avec />,,/?,, . . .,/?». Comme le 
nouveau système de forces P',, P.^, . . ., P^ dérive de la fonction des forces 

on voit que la position d'équilibre considérée rend cette fonction maximum 
ou minimum en général, et que, dans tous les cas, la variation de la fonction 
T s'annule pour cette position d'équilibre. 

Voilà donc encore une propriété de l'équilibre qui est analogue à celle 
du n® I et qui conduit aux mêmes remarques. 

En appliquant ce théorème au cas le plus simple, on voit que, si un point 

m est en équilibre sous l'action de trois forces /nO,, mOj,, mOg, cette po- 
sition d'équilibre est la position du point M pour laquelle la somme 



MO, -h MO, -h MO, 

est minimum, ce qui est une propriété bien connue du centre de gravité du 
triangle OiOjOs. 

IV. Plus généralement, si Ton prend à partir de m, sur la direction m,/?, 
une longueur m, 0| égale à (^) > sur la direction m^p^ une longueur m^O^ 

(1) Ce principe peut être déduit d*un principe plus général relatif au mouvement donné 
par Gauss {Journal de Crelle, t. IV). Voir aussi Mécanique analytique de Lagrange, 
troisième édition^ par M. J. Bertrand, t. U, Note IX, 
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1 

égale ^ (^) * • • *» ^ désignant une constante, la fonction 

est maximum ou minimum quand les points M,, Ma, . . ., M^ du système 
prennent la position d'équilibre considérée m,, m^, ..., m„. En effet, en 
appliquant aux points M,, M^, . . ., M^ des forces P',, P^, . . ., P^ dirigées 

V V 

suivant M^Oi, M^Oa, ..., M„0^ et égales à ÂrM,0| , ArM^Oa , ..., on ob- 
tient un système de forces dérivant de la fonction de forces R et se réduisant 
aux forces/?,,/?j, ...,/?„ dans la position /W|, m^, . . ., /w^. 
Si V = — I , il faut remplacer R par 



R =- X: logMiOi.MjO,. . .M«0«. 

Soient, par exemple, plusieurs forces se faisant équilibre appliquées à un 
point libre dans une position m et ayant pour extrémités des points c^, 
e^j, . . ., e^ : ce point m est le centre des moyennes distances des points e. 

Prenons sur chaque droite msi un point O, tel que 



nous aurons ainsi construit un système de points O, inverses des points t'i 
par rapport au point m. D'après ce que nous venons de voir, le point m est 
Tune des positions du point M rendant maximum ou minimum l'expression 



logMOj.MO,...MO^. 

Réciproquement tout point m! pour lequel cette expression est maximum 
ou minimum est le centre des moyennes distances des points formant la 
figure inverse des points O, par rapport à ce point m . Quand les points 0| , 
Oj, ..., O^ sont dans un plan, ces points m! sont, d'après une remarque de 
Chasles (*), les points représentant les racines de la dérivée d'un polynôme 
ayant pour racines les quantités imaginaires représentées par les points 0| , 



(*) Voir des Notes de M. F. Lucas, Comptes rendus, 1879 et 1888, et une Note de M. Ber- 
loty, ibid,, i88i. 



C.6 p. APPELL. — SUR CERTAINES PROPRIÉTÉS d'lNE POSITION d'ÉQUILIBRE, ETC. 

V. Dans les énoncés précédents on pourrait remplacer les points fixes 
appelés O,, O^, . . ., O^ par des surfaces fixes quelconques menées par ces 
points normalement à /?!, p^j ..., p„ et supposer les distances aux points 
fixes remplacées par les distances à ces surfaces. Mais toutes les propositions 
ainsi obtenues sont des cas particuliers de la suivante, qui permet d'assigner 
une infinité de fonctions devenant maxima ou minima dans la position dV- 
quilibre considérée. Formons une fonction U de a?,,y,, z, ; ^2,^2, z^; . . .; 

x'n, y,f, Zn dont les dérivées partielles ^— > ;î~ > tt prennent les valeurs A,, B/, 

Ci (i = 1 , 2, ...,/i) quand le système est dans la position d'équilibre con- 
sidérée, c'est-à-dire quand les coordonnées a:,, y,, z, ; Xj, ya, ^aî •••î 
^''tj y ni ^n prennent les valeurs a,, 6,, c, ; «a? ^2» ^2? •••; ^m ^«j ^n* Le 
même système, sollicité par des forces P'^, P!^, ..., P^ dérivant de la fonction 
des forces U, sera encore en équilibre dans la même position m,, mj, . • ., 
ninj car, dans cette position, les forces P',, P^, . . ., P^ coïncident avec p^^ 
P2J • • • ?/^/i' Donc la fonction U est en général maximum ou minimum pour 
cette position d'équilibre et, dans tous les cas, sa variation s'annule pour 
cette position. 

Des remarques analogues peuvent être faites au sujet du principe de la 
moindre action et du principe d'Hamilton, pour un mouvement déterminé 
du système correspondant à des conditions initiales déterminées. On ob- 
tient alors des intégrales définies devenant maxima ou minima pour ce 
mouvement déterminé. 



NOUVEL HYGROMÈTRE i CONDENSATION, 



PAR M. Henri GILBAULT, 

Professeur -agrégé au Lycée de Toulouse. 



Pour déterminer Thuinidité absolue ou rhumidilé relative avec un hy- 
gromètre à condensation, il faut observer exactement : 

1** Le moment d'apparition du dépôt de rosée; 

2** La température de la surface sur laquelle se produit ce dépôt. 

Jusqu'ici un grand nombre de physiciens se sont attachés à perfectionner 
les procédés d'observation du premier point, c'est-à-dire de l'apparition du 
dépôt de rosée. 

Mais on ne s'est pas préoccupé également de la seconde partie des me- 
sures, c'est-à-dire de la détermination de la température de la surface sur 
laquelle se produit le dépôt de rosée. Dans les hygromètres de Daniell (*), 
de Regnault (^), de M. Alluard (*) et de M. Crova (*), on admet que la 
température donnée par un thermomètre plongé dans le liquide réfrigérant 
est égale à celle de la surface métallique extérieure sur laquelle se produit la 
condensation; mais ce point ne saurait être admis, le liquide réfrigérant, 
qui est de l'éther ou du sulfure de carbone, ayant une conductibilité ther- 
mique très faible. Récemment M. Dufour(*) a proposé d'employer, comme 
lame de condensation, une plaque de cuivre rouge argentée ayant o*^"", 12 
d'épaisseur, percée suivant son grand axe d'un trou pouvant contenir un 
thermomètre autour du réservoir duquel est tassée de la limaille de cuivre 
rouge très fine. « L'avantage principal que présente cet hygromètre eslque 



(*) Daniell, Annales de Gilberty t. LXV, p. 169; 1827. 

(') Regnault, Annales de Chimie et de Physique^ 3" série, l. XV, p. 129; i845. 

( •) Alluard, Journal de Physique^ i^ série, t. VII, p. 3-28; 1878. 

(*) Crova, ibid,, 2* série, t. II, p. 166; i883. 

(') DuFOUR, ibid.^ 2* série, l. Vlfl, p. 74; 1889. 
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la température du thermomètre varie d'une façon beaucoup plus régulière 
et graduelle que ce n'est le cas lorsqu'il plonge dans le liquide volatil; en 
outre et surtout, la température qu'il donne se rapproche beaucoup plus de 
celle de la surface polie du métal que ne peut le faire un thermomètre plongé 
simplement dans le liquide. » Mais, comme le fait observer très justement 
M. Dufour lui-même, le thermomètre, dans les conditions précédentes, ne 
donne pas encore exactement la température de la surface e\térieure de la 
lame de cuivre argentée, à cause de la non-homogénéité de la masse ther- 
momélrique : bloc de cuivre et thermomètre. 

Supposons que l'on prenne une lame métallique infiniment mince et dv 
faible dimension, qu'on la fasse adhérer à l'une des faces d'une lame de verre 
refroidie par son autre face et que l'on puisse déterminer exactement la 
température de cette plaque de métal, indépendamment de la lame de 
verre, au moment de l'apparition du dépôt de rosée; on aurait un hygro- 
mètre parfait. Or il existe un procédé très délicat pour évaluer la tempé- 
rature d'une lame métallique infiniment mince : il suffît d'en mesurer la ré- 
sistance électrique. C'est ce procédé que j'ai employé. 

Description de l'appareil. — Après un certain nombre d'essais, je me 
suis arrêté à un appareil en verre ayant la forme d'un prisme à base carrée 
(fig. i) dont la base a 2"°, 5 de côté et dont la hauteur est de 7™, 5. La face 




antérieure, en verre plus mince que le reste, est d'abord recouverte sur 
toute sa surface de platine, par exemple, par le procédé de M. Dodé ( ' ) et 
de M. Jouglet (*) ou par celui de M. Cailletct ('), puis, au moyen d'acide, 



(') DoDB, Bulletin de la Société chiniiqii, 

<') Joii'GLET, ibid., I. Xin, p. 4;;. 

(') CtiLLCTBT, Société de Pliytiijue; iSgi. 



t. III, p, 398; i86'i. 

- La Nature, l. f. p. 91: 1 
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on cnlùve le platine de la région abcd eu même lemps que l'on trace sur le 
platine restant des traits en chicane ayant i"""de largeur et destinés à oITrir 
nn plus long parcours au courant; la surface de ces traits est enduite de 
gomme laque. Les languettes ait et cd de platine sont recouvertes d'une 
forte couche de cuivre cleclrolj- tique, ce qui permet de leur souder des fils 
de platine qui établissent la communication avec des godets de mercure H 
et H' où se font les prises de contact; ces godets sont creusés dans une pièce 
d'ébonite AB qui est traversée en son centre par le col du flacon de verre 
auquel elle est mastiquée. 

De chaque côté de la surface bdc/ sont des lames de verre platiné, abso- 




lument semblables à celui de la surface voisine, et qui servent de contraste. 
Cet ensemble est placé dans un vase cylindrique V dont la pièce d'ébonite 
AU forme le couvercle; un tube /' auquel est relié un caoutchouc met l'ap- 
pareil en communication avec la région O dont on veut déterminer l'état 
hygrométrique; un second tube ( qui descend jusqu'au fond du vase V est 
relié par un tube de caoutchouc à une poire de même matière P qui produit 
une aspiration et détermine le passage de l'air dans l'appareil. Dans l'inté- 
rieur du petit flacon de verre abcde/, on place de l'éther que l'on vaporise 
facilement au moyen d'un barboteur TT' (Jig. 2). 

Détermination du coejjicicnt de tniriation de la résistance électrique 
du platine avec la température. — La mesure de la température de la 
lame de platine infiniment mince tf/f/ devant être faite par la détermi- 
nation de sa résistance électrique, il faut, au préalable, connaître exactement 
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la résistance de celle lame à o® et la loi de sa variation avec la température. 
Pour déterminer cette loi j'ai placé le petit flacon de verre aecf dans un 
bain d'huile de naplite dont la température, qu'on pouvait faire varier, 
était déterminée exactement au moyen d'un bon thermomètre donnant 
le JL de degré. Les résistances étaient mesurées au moyen du pont simple 
de Wheatstone, car en général les appareils ont une résistance variant 
entre 3oo et Goo ohms. 

Gomme résultat de mes expériences, j'ai trouvé qu'entre o** et 3o® on pou- 
vait représenter la résistance R^ à la température de V" en fonction de la 
résistance R© ^^ o® par une formule de la forme 

(I) R,= Ro(i4-3t/-?/«), 

dans laquelle 

a 1=1 0,002882 

et 

j3 =:o,oooooo53i. 

Or de Téquation précédente on déduit 

et, comme fl est très petit, on peut, dans une première approximation, le 
négliger; on obtient ainsi une première valeur de / qui permet, en se repor- 
tant à une Table calculée pour chaque instrument, d'avoir la valeur du coef- 
ficient iz-i STT et par suite une valeur exacte de /. 

Ro(« — pO ^ 

Marche d'une expérience. — Lors d'une expérience, la résistance 
Wahde^M {fig^ 1) forme l'une des branches d'un pont de Wheatstone. Le 
galvanomètre employé est un modèle Thomson à double enroulement, très 
sensible et observé par la méthode de Poggendorff*. On commence par 
ramener, à la température où l'on se trouve, le galvanomètre au zéro en ne 
laissant passer le courant qu'un temps excessivement court, ce qu'on est 
forcé de faire si Ton emploie pour les mesures une boîte à pont. On fait 
ensuite passer dans le vase V, en actionnant la poire de caoutchouc P, de 
l'air dont on veut déterminer l'état hygrométrique ; en même temps on met 
en marche l'aspirateur qui vaporise l'élher et refroidit par conséquent la 
lame de platine; pendant ce refroidissement, qu'on peut conduire lente- 
ment, on enlève de temps en temps des fiches à la boite de résistance de 
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fiiçoil à ramener le galvanomètre au zéro, de sorte que, lorsque le dépôl de 
rosée apparaît, on n'a presque plus rien à faire pour que le galvanomètre reste 
immobUe. On peut du reste recommencer plusieurs fois l'apparition de la 
rosée qui est très fugitive et disparaît instantanément, surtout pendant le 
passage du courant nécessaire aux mesures. La résistance R, ainsi mesurée 
permet, comme nous l'avons dit précédemment, de calculer la tempéra- 
ture / à laquelle apparaît le dépôt de rosée et de connaître par suite la ten- 
sion de la vapeur dans l'air. 

Quant au dépôl de rosée, on peut saisir très exactement le moment où il 
se produit en observant i)ar rédexion, sur la lame de platine, l'image d'une 
tige de cuivre rouge; lorsque la surface du plaline est sèche et brillante, 
l'image de la tige est rouge; au contraire, dès que la condensation aqueuse 
se produit, l'image, tout en conservant sa forme et sa netteté, se décolore. 

Évaluation de l'approximation des résultats donnés par l'appareit. 
— On peut se demander a priori si la formation du dépôt de rosée à lii 
surface de la lame de platine befd n'en modilie pas la résistance électrique; 
en outre, à la surface des traits qui divisent celte lame pour en augmenter 
la longueur, il peut également se condenser de la vapeur d'eau, ce qui con- 
stituerait un conducteur nouveau produisant une dérivation. 

Mais, comme je l'ai dit, les traits sont recouverts de gomme laque, ce qui 
évite le dépôt de rosée, cl la condensation ([ui se produit à la surface de la 
lame métallique est si fugitive qu'elle disparaît pendant les mesures et qu'il 
n'y aurait pas lieu d'en tenir compte ; toutefois, même en admettant la per- 
sistance, pemlanl les mesures, de ce dépôt et lui assignant une épaisseur 
nécessairement trop grande, on reconnaît que son influence ne pourrait 
même pas s'exercer sur le p j^„ - j de la valeur de la résistance; or, si l'on peut 
évaluer la résistance de la lame de plaline avec cette approximation, ce qu'on 
obtient sans difficulté avec le pont de Wheatstone, on peut par contre en 
évaluer la température à ~j de degré près. 

Du reste, j'ai fait à cet égard des expériences qui lèvent toute espèce 
de doute. Je prenais une série de flacons laveurs de faibles dimensions 
que j'assemblais de façon qu'un courant gazeux put les traverser, tout en 
barbotant dans le liquide qu'ils contenaient; à la suite de ces flacons, je 
plaçais une colonne contenant du verre pilé sur lequel je faisais couler le 
même liquide. Cet ensemble était placé dans une grande cuve contenant 
de l'eau â une température constante et connue. Si le liquide contenu dans 
les flacons laveurs était, comme je le faisais, un mélange d'eau et d'acide 
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siilfuriquc en proportions bien définies, Tair qui avait traversé cet ensemble 
d'appareils en sortait possédant de la vapeur d'eau à une tension parfaite- 
ment connue et donnée par des Tables construites par Regnault ('). 

Or, j'ai opéré de cette façon à différentes températures avec des mélanges 
dVau et d'acide sulfurique répondant aux formules S0%8 HO et SO* , 1 2HO. 
h(^ Tableau suivant, dans lequel j'ai consigné mes résultats, contient, dans 
la première colonne, les températures des appareils de saturation; dans la 
deuxième colonne, la composition des solutions employées; dans la troisième 
rangée sont placés les nombres donnés par Regnault pour les tensions de 
vapeur des solutions inscrites dans la première rangée; la quatrième 
colonne renferme les températures / indiquées par l'hygromètre lorsque se 
produit la condensation, l'appareil étant placé dans de l'air saturé par les 
solutions dont la composition se trouve dans une même ligne horizontale ; 
enfin la cinquième colonne renferme les tensions de la vapeur d'eau à la 
température t^. 

Tableau. 

Tension Température Tension 

Composition de vapeur de condensation de la 

des des donnée par vapeur d'eau 

Température. solutions. solutions. l'hygromètre. à /* (*). 

o mm o mm 

i5 S0',8H0 6,19^ 4,19 6,179 

18 n 7,495 7,o« 7,497 

14 S0»,i2H0 8,425 8.78 8,448 

17 » 10,29/2 ïi,72 lu, 268 

Or les nombres de la troisième et de la cinquième colonne sont semblables 
et ne diffèrent au maximum que de o™°',o46, c'est-à-dire que la tension 
absolue de la vapeur d'eau dans l'air est évaluée au moins au ^^ près. 

En terminant, je suis heureux de pouvoir remercier publiquement M. le 
Professeur Berson de la bienveillante hospitalité qu'il a bien voulu m'ac- 
corder à son laboratoire de la Faculté des Sciences de Toulouse et qui m'a 
permis d'entreprendre ces recherches. 



(») Regnault, Annales de Chimie et de Physique, 3« série, t. XV, p. 181; i845. 
(«) fbid., p. 139; 1845. 
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RELATIONS DE LA COULEUR DES CORPS 

AVEC LEUR NATURE CHIMIQUE, 
PAR M. Paul SABATIER, 

Professeur de Chimie à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



L'étude des relations qui existent entre la constitution chimique des 
corps et leur coloration n'a donné lieu qu'à un assez petit nombre de tra- 
vaux. En 1882, Bayley (*) fît observer que la propriété de donner des com- 
posés colorés est, comme toutes les autres propriétés physiques, en relation 
périodique avec la grandeur des poids atomiques simples. En se reportant 
à la courbe de Lothar Meyer, qui exprime la variation des volumes ato- 
miques, on remarque que les métaux à sels colorés sont tous situés au voi- 
sinage d'un minimum de la courbe (^). Mais l'auteur se borna à énoncer 
cette observation, sans chercher à la développer dans ses conséquences. 

Antérieurement, en 1876, Otto Witt a publié un Mémoire important 
sur les rapports entre la couleur et la constitution des matières colorantes 
de la série aromatique ('). 

Les hydrocarbures sont incolores; mais, par l'introduction de certains 
groupes que l'auteur a nommés chromophoresy AzO^, 0-0, Az = Az, 
ils deviennent des chromogènes^ peu colorés et incapables de teindre, 
mais aptes à donner des couleurs intenses. Cette transformation des chro- 
mogènes en produits tinctoriaux résulte de l'introduction des groupes 
auxochromes (*), qui sont habituellement les groupes salifiables OH et 
AzH*. Leur présence procure non seulement l'accroissement de la couleur 



(t) Philosophical Magazine, [5], XIII, 34; 1882. 

(*) Lothar Meter, Les théories modernes de la Chimie , t. I, planche. 

(•) Deutsche chem. GeselL, t. IX, p. 622; 1876. 

(^) Qui augmentent la couleur; a2^Ç(o, j'accrois. 
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existant déjà dans le chromogène, mais encore Taptitude à la fixation par 
les fibres des tissus. 

Les conditions de constitution qui réalisent cette dernière propriété ont 
été précisées par divers auteurs, et particulièrement par M. de Kosta- 
necki (*). 

Les notions introduites par Otto Witt ont été développées récemment 
par M. Nœlting (*), dans un travail important qui embrasse toutes les 
matières colorées se rattachant à la série aromatique. 

\ous nous proposons dans ce Mémoire d'aborder la question dans son 
ensemble, c'est-à-dire en nous adressant à l'universalité des combinaisons 
chimiques, mais sans nous préoccuper en aucune façon de la valeur tinc- 
toriale des matières colorées. 



DE LÀ COULEUR EN GENERAL. 



La couleur d'un corps éclairé par la lumière blanche résulte de la qualité 
des rayons qu'il nous renvoie. 

Les corps blancs sont ceux qui renvoient les diverses radiations en pro- 
portion élevée, la même pour toutes. Si la proportion est moindre, quoique 
demeurant encore uniforme, le corps est gris. Si elle devient nulle ou très 
faible, le corps est noir. 

Mais il arrive fréquemment que les rayons simples ne sont pas tous ren- 
voyés en proportion identique, les uns étant, par exemple, totalement 
absorbés, d'autres, au contraire, ne subissant qu'une perte minime. Ainsi 
le sulfate de cuivre ne nous renvoie guère que des rayons bleus et violets. 
L'iodure mercurique ne diffuse guère que les rayons rouges : il paraîtrait 
noir, si on l'éclairait avec une lumière bleue. Le sulfate de cuivre semblerait 
noir dans une lumière rouge. 

La diffusion des rayons dont l'ensemble produit la couleur a lieu d'ail- 
leurs selon un mécanisme assez variable. 

Mode vitreux. — Le plus souvent la lumière renvoyée par le corps 
coloré provient bien en quelque partie des rayons diffusés sur sa surface; 



(») Bull, de la Soc. ind. de Mulhouse, 1888, 1889. 

(*) Théorie générale des matières colorantes {Revue générale des Sciences, t. 11 
p. 245 et 299; 1891). 
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mais elle vient principalement de celle qui est renvoyée par difTusion inté- 
rieure après avoir pénétré dans la substance. Aussi, le plus souvent, la 
couleur vue par diiîusion est la même que celle qui est transmise au tra- 
vers de la matière translucide, ou dissoute dans un dissolvant incolore. 
Ainsi les sels cuivriques hydratés solides nous paraissent, par dilTusion, 
bleus, exactement comme leurs cristaux ou leurs solutions, vus par trans- 
parence. 

Cela a lieu d'ordinaire même pour les corps qui semblent opaques, cette 
opacité étant loin d'être absolue : mais dans ce cas, à la lumière colorée 
diffusée de l'intérieur, se joint une proportion très notable de lumière 
blanclie diffusée sur la surface. C'est le cas des sels insolubles de cuivre, de 
nickel, de cobalt, de manganèse, qui possèdent une teinte identique à celle 
des solutions salines correspondantes, mais seulement lavée de beaucoup 
de blanc. 

Mode métallique, — 11 n'en est plus ainsi pour les substances qui pos- 
sèdent sur leurs surfaces unies cet éclat spécial qu'on nomme éclat métal- 
lique, et qui est corrélalif d'une opacité assez énergique et de propriétés 
optiques fort remarquables, La lumière qui tombe sur ces surfaces s'y 
polarise elliptiquement, et comme d'ordinaire les éléments de cette pola- 
risation n'y sont pas les mêmes pour les divers rayons qui constituent la 
lumière blanche, il en résulte une certaine couleur d'ensemble, habituelle- 
ment peu intense. C'est le blanc jaunâtre pour l'argent, bleuâtre pour un 
grand nombre de métaux, rougci\Lre pour le bismuth. Parmi les métaux, 
le cuivre et l'or seuls possèdent de ce fait une couleur bien nette. Mais ce 
ne sont point là des couleurs proprement dites, absolument inhérentes au 
corps qui les renvoie : car sous une incidence rasante, tous les métaux, 
même l"or et le cuivre, réfléchissent également tous les rayons et paraissent 
blancs. La teinte perçue provient exclusivement des modifications de la 
lumière renvoyée par la surface. La couleur transmise au travers de lames 
métalliques, assez minces pour être translucides, n'est plus la même : elle 
est généralement complémentaire de la couleur superficielle. L'or, rouge 
par réflexion, est vert par transparence; l'argent, jaunâtre par diffusion, 
est bleu pour la lumière transmise dans des feuilles extrêmement ténues. 

Cette couleur par transmission des métaux solides est vraisemblablement 
identique avec celle de leurs vapeurs, dont malheureusement l'observation 
correcte est assez délicate. La vapeur du cadmium, métal bleuâtre, serait 
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jaune orangé; celle du rubidium serait bleue, celle du. potassium verte. 
L'arsenic fournit une vapeur jaune citron. Au contraire, le sodium et le 
mercure donnent des vapeurs incolores, et il serait intéressant de connaître 
leur couleur de transmission dans l'état métallique. 

Mode mixte. — Il convient de rapprocher des métaux un certain nombre 
de substances, transparentes, quoique douées d'un pouvoir absorbaat très 
actif, et possédant la propriété singulière de réfracter irrégulièrement la 
lumière blanche (*). Ces matières, dites à dispersion anomale^ réfléchis- 
sent certaines couleurs, comme le verre, mais d'autres à la manière des 
métaux; et il en résulte une sorte d'éclat métallique produit par une cou- 
leur superficielle complémentaire de la coloration transmise. La couleur 
d'ensemble qui provient de cette double origine est plus ou moins éloignée 
de la couleur transmise, et s'en rapproche beaucoup pour des solutions 
étendues. 

La fuchsine (sels de rosaniline) et un assez grand nombre de substances 
analogues, violet de Paris, bleu de Lyon, etc., la cyanine ou bleu de qui- 
noléine, la carthamine, l'indigotine, la murexide, belle matière colorante 
pourpre qui se rattache à l'urée, le permanganate de potassium, l'iode lui- 
même, appartiennent à ce groupe de corps. 

Les cristaux verts dorés de chlorhydrate de rosaniline laissent passer 
une lumière rouge cramoisi comme leurs dissolutions. Le bleu de Lyon se 
présente en masses violacées à tons bronzés, la couleur transmise étant 
' d'un bleu intense. 

Le permanganate de potassium est en prismes d'un vert foncé à reflets 
mordorés, à peu près opaques, mais sa solution a une magnifique teinte 
pourpre. Les cristaux d'iode, qui semblent gris métallique, sont rouges 
bruns par transmission, exactement comme leurs solutions dans l'eau ou 
l'alcool. 

C'est, au moins en partie, à des causes semblables qu'il convient d'attri- 
buer le polychroïsme si remarquable des cristaux de certains platinocya- 
nures. Ainsi le platinocyanure de magnésium est rouge par transmission, 
vert par réflexion superficielle. 



(1) Cette dispersion anomale appartient, du reste, à la plupart des métaux peu colorés : 
platine, fer, nickel, bismuth (Klndt, Sitzungsber, der kôn. Akad. der Wiss. zu Berlin, 
VIII, 255; 1888). 
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Quel que soit le mécanisme, la couleur que nous percevons résulte tou- 
jours de l'absorption inégale des divers rayons visibles. Mais ceux-ci ne 
constituent qu'une faible portion de la radiation totale, qui comprend 
aussi des rayons plus réfrangibles ultraviolets, et surtout des rayons chauds 
dits infrarouges. La notion de couleur gagnerait certainement beaucoup, au 
point de vue qui nous occupe, à être étendue à tous les rayons visibles et 
invisibles. Nous savons bien que le sel gemme, très diathermane, est inco- 
lore pour toute espèce de rayons; au contraire, l'alun, l'eau, incolores 
pour la lumière blanche, seraient noirs pour les rayons infrarouges, qu'ils 
arrêtent presque entièrement. Malheureusement, nous ne possédons à cet 
égard que des renseignements peu nombreux et trop incomplets pour 
servir de base à des considérations générales. 

COLORATION DES CORPS SIMPLES. 

Il convient tout d'abord de comparer les couleurs des divers éléments 
simples. Pour faire une telle comparaison, nous adopterons la classification 
basée sur la loi périodique de Mendeleeff (*). Le Tableau qui suit indi- 
quera pour chaque famille quels éléments sont incolores, quels sont colorés, 
quels possèdent l'éclat métallique. 



(>) L'ordre adopté ici pour les familles diffère peu de celui que nous avions indiqué anté- 
rieurement dans notre Mémoire Sur la classification des corps simples par la loi pério- 
dique {Ann. de la Fac, des Se. de Toulouse, t. IV; B.12; 1891). 
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(*; Vb indique la valence maiima par rapport à l'hydrogène ou à un résidu fonnéniqoe. 
{*) Vo exprime la valence maxinia par rapport à O ou i OH. 

(*) On a lai^x; de côté, dans ce Tableau, plusieurs métaux de la cèrile. didyme, erbium, hol> 
mium. samarium, qui constituent une sorte d'annexé au côrium. 



La simple inspection de ce Tableau montre que le plus grand nombre 
des corps simples possède Téclat métallique. Ainsi qu'on Ta vu plus haut 
il n'en résulte pas une coloration proprement dite, puisque la teinte perçue, 
le plus souvent très faible, retourne au blanc pour les incidences rasantes. 
Kn réalité, il faudrait compléter la notion de Téclat métallique par celle de 
la couleur aperçue par transmission au travers de feuilles très minces. Mal- 
heureusement, nous ne possédons sur ce point que des renseignements peu 
nombreux, et nous savons seulement que l'argent vu de la sorte est bleu, 
que l'or et le cuivre sont verts (*). Certains, comme le mercure, seraient 
sans doute incolores dans ces conditions. La couleur des vapeurs métal- 
liques ne peut nous fournir que des indications incertaines {voir ci-dessus, 



< I) Il convient de remarquer que ces rartaux colorés par transmission appartiennent tous 
trois à la classe i. 
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Les éléments incolores, ou colorés sans éclat métallique, appartiennent 
tous au groupe des mélalloldes, c'est-à-dire des corps simples qui donnent 
certains composés gazeux à la température ordinaire, et qui sont tous con- 
tenus dans les familles 4» 5, 6, 7, 8, non compris l'hydrogène. (Les sym- 
boles des métalloïdes figurent dans le Tableau en lettres italiques). 

Un certain nombre de métalloïdes, Te, As, Sb, possèdent Téclat métal- 
lique bien caractérisé. Quelques autres, Se, Si, n'ont cet éclat que pour 
certaines de leurs formes. L'iode, enfin, offre seulement des couleurs 
superBcielles, rappelant l'aspect des métaux. 

Dans chacune des familles qu'on peut nommer métallotdiques, la colo- 
ration, nulle ou faible dans le premier terme, croît régulièrement avec le 
poids atomique, et devient finalement l'opacité corrélative de l'éclat mé- 
tallique. 

La famille 8 est la plus régulière de toutes : les cléments y sont tous 
colorés. La couleur, jaune pâle pour le fluor, s'accentue pour le chlore, 
passe au rouge foncé pour le brome, et acquiert dans l'iode une intensité 
extrême brun rouge, conSnant à l'éclat métallique, et donnant lieu ù la 
dispersion anomale, visible dans les cristaux aussi bien que dans les va- 
peurs violettes ou dans les dissolutions. 

Dans la famille 7, l'oxygène est incolore, même dans l'état liquide; mais 
l'ozone, qui n'est que de l'oxygène condensé avec emmagasinement d'éner- 
gie, possède une coloration bleue, soit à l'état gazeux, soit à l'état dis- 
sous ('). 

Le soufre est jaune en cristaux ou en dissolutions; mais, quand on le 
chaufle, on voit la teinte se foncer de plus en plus : à 440°, température 
d'ébuHition, il est rouge noir. La vapeur très colorée qui se produit alors 
est très dense et correspond au poids moléculaire S', qui est aussi sans 
doute celui du soufre liquide rouge foncé. Ici, comme pour l'ozone, la con- 
densation moléculaire est corrélative d'un accroissement du pouvoir absor- 
bant. 

Le sélénium se présente quelquefois sous la forme d'une poudre écarlate, 
fusible en une masse vitreuse noire, qui se transforme spontanément 
comme la poudre rouge, en cristaux gris d'aspect métallique. 

L'accroissement du poids atomique aboutit, pour le tellure, à un éclat 
métallitjue bien établi. 

( ■ } Dans ' uide ( Ilaulereuille et Chappuh ). 



I 
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L'azole est incolore. Le phosphore ordinaire l'est aussi; mais, surtout à 
la température de ^So**, il se transforme avec dégagement de chaleur en 
phosphore rouge plus dense, qui peut même, à température élevée, prendre 
une teinte violacée et presque métallique. L'introduction de la couleur 
coïncide vraisemblablement avec une condensation moléculaire. 

Les éléments plus lourds, As, Sb, Bi, possèdent l'éclat métallique bien 
net. 

Le carbone est incolore dans sa variété la plus pure, le diamant : il est 
grisâtre ou noir sous ses autres formes. Dans l'hypothèse ingénieuse qui a 
été proposée par M. Berthelot, tous les carbones connus ne seraient qu'une 
matière très condensée, le carbone vrai étant un gaz incolore comme Toxy- 
gène. 

Le silicium se présente soit sous l'aspect d'une poudre brune amorphe, 
soit en cristaux ayant un vif éclat métallique. 

Quant au bore, seul terme non métallique de la famille 4? nous ne le con- 
naissons guère que dans l'état d'une poussière amorphe brune ou verdâtre(*). 
Il y a peut-être lieu de formuler pour le bore une hypothèse semblable à 
celle qui a été faite pour le carbone par M. Berthelot. Le bore vrai, non 
condensé, serait un élément incolore volatil. J'ai donné récemment quelques 
raisons à l'appui \Note sur les sulfures de bore {Bull. Soc. chim., (2), 
p. 218; 1891)]. 



COLOUATION DANS LES COMBINAISONS. 

Le nombre des combinaisons connues est énorme ; il est nécessaire d'y 
établir tout d'abord de grandes divisions. Nous considérons successive- 
ment : 

I® Les combinaisons provenant exclusivement d'éléments doués d'éclat 
métallique ; 

2*^ Les combinaisons des éléments n'ayant pas l'éclat métallique : les 
substances organiques font presque toutes partie de ce groupe et leur étude 
constituera un Chapitre spécial important; 

3** Les combinaisons des éléments métalliques avec les éléments non mé- 
talliques. 



(*) M. Moissan a tout récemment préparé pour la première fois du bore pur, Cest une 
poudre de couleur marron clair {Comptes rendus, t. GXIV, p. 617; 1892). 
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COMBINAISONS DES ÉLÉMENTS A ÉCLAT MÉTALLIQUE. 

Les métaux proprement dits s'unissent entre eux en donnant des com- 
posés qui ont l'aspect extérieur de véritables métaux : aussi les désigne-t-on 
SOUS la dénomination générale à^alliages, La teinte des alliages perçue 
sous de faibles incidences a quelque relation avec celle des constituants. 
Toutefois une faible quantité d'un métal blanc suffît d'ordinaire pour sup- 
primer complètement la couleur propre d'un métal coloré, or ou cuivre. 

Les bronzes d'aluminium sont blancs, s'ils contiennent 20 parties d'alu- 
minium pour 80 parties de cuivre. 

Les alliages de cuivre et d'argent possèdent la teinte de ce dernier métal, 
quand sa proportion atteint la moitié. 

Le plus souvent la décoloration est progressive : l'alliage SnCu®° est 
rose, SnCu^* est jaune d'or, SnCu est blanc comme l'étain. 

Ces résultats, cités à titre d'exemples, établissent dans certains métaux 
un pouvoir décolorant très accentué. Parfois, au contraire, l'action pro- 
duite semble indiquer une modification réelle de la teinte plutôt qu'une 
simple décoloration. Ainsi 5o pour 100 de zinc donnent avec l'or un alliage 
blanc. Au contraire, en incorporant à l'or des doses croissantes de fer, la 
couleur varie peu à peu : 

20 pour 100 de fer donnent un or gris, 

25 pour 100 » » bleuâtre. 

75 pour 100 » amènent le blanc jaunâtre. 

On obtient des produits analogues en associant les métaux vrais aux mé- 
talloïdes d'éclat métallique, arsenic, tellure et même silicium : les composés 
fournis ont habituellement l'aspect de véritables alliages (*), et tendent 
d'autant plus à s'écarter de cette apparence que la chaleur dégagée dans 
leur formation est plus élevée. 

COMBINAISONS DES ÉLÉMENTS NON MÉTALLIQUES. 

L Les éléments non métalliques colorés^ FI, Cl, Br, I, S, Se, ont peu 
d'affinités réciproques; mais les quelques composés qu'ils fournissent, par 



(*) Même les telliirures alcalins anhydres, d'après M. Demarçay. 

Fac. de T.— VI. E.2 
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exemple, les chlorures de soufre, de sélénium, d'iode, ont une couleur rouge 
d'autant plus foncée que la coloration des constituants est plus intense. 

IL Si l'on oppose à ces corps les éléments incolores, H, O, Az, Ph, C, el 
aussi B (d'après ce qui a été dit plus haut, p. 8), nous trouvons que le 
plus souvent les combinaisons formées sont incolores. Je me bornerai à ci- 
ter, comme exemples : 

Les hydracidcs IIFI, HCI, IIBr, HI, IPS, IPSe; 

Les anhydrides acides SO*, SO*, PO*; 

Les chlorures et bromures PhCi*, PhBr', BCP, BBr»; 

Les fluorures PhFl», PhFiS BEI', CEI*; 

Les chlorures el bromures de carbone; 

Les sulfures CS*, B*S'; 

Les acides SO*IP, CIO'H, CIO* II, 10' II; 

Les composes PhCPO, PhCPS, COCIS BP («), SO^CI*, SOCI», CAzCI. 

Toutefois la coloration de l'un des constituants survit dans un assez grand 
nombre de cas, et cela arrive surtout pour les plus colorés d'entre eux, Se, 
et surtout I. Nous citerons les principales de ces combinaisons : 

CPO ) 

p.,^j > rouges, vapeur jaune. 

AzOCI I 

Issues de CI (jaune) / AzOCI* > rouges. 

' AzO-Cl* ) 
AzCP jaune pâle. 

PhCP jaune pAlo. 

- , „ , \ AzBr^ brun. 

Issues de Br (rouge) rfci i> « 

^ ® ^ ( PhBr* jaune. 

PO' jaune. 

AzI' noir. 

Issues de I (rouge foncé) { PhP \ 

Ph'V > rouges. 
CP ) 

AzS 

Issues de S (jaune) / PhBr'S ^^ 

I IPS^ 

[ es brun. 

(' ) MoissAN, Comptes rendus, t. CXII, p. 717; 1890. 
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Issues de Se (écarlatc) 



/ AzSe 


orangé. 


) PhSe« 


rouges. 


B^Se» 


jaune (*)• 


( SeO« 


incolore, vapeur jaune 



Si nous comparons ces résultats à ceux qui précèdent, nous arrivons à 
deux conclusions importantes : 

1® Certains éléments ont une influence décolorante très marquée; 

2® Les composés produits avec beaucoup de chaleur sont incolores ou 
peu colorés. 

Le pouvoir décolorant appartient surtout à l'hydrogène, au bore, au 
carbone : il n'existe guère dans Tazote et le phosphore; l'oxygène a un rôle 
intermédiaire. 

Nous trouvons, en effet, que, parmi les composés mentionnés ci-dessus, 
tous ceux qui renferment de l'hydrogène (hydracides, oxacides) sont inco- 
lores : l'acide sélénhydrique lui-même, H^Sc, est incolore, quoique formé 
avec absorption de chaleur à partir des éléments. Il n'y a d'exception que le 
persulfure H^ S^, jaune ; mais c'est un corps fort instable où le soufre est très 
faiblement combiné à l'hydrogène sulfuré, ce qui est une circonstance 
éminemment favorable au maintien de la coloration. 

Pour le bore, l'iodure et le sulfure B^S' sont incolores comme le fluorure 
ou le chlorure; mais la couleur reparaît pour le séléniure. 

Le carbone étend son influence décolorante jusqu'au bromure et au sul- 
fure, mais non jusqu'à l'iodure CP qui est rouge (*). 

L'oxygène nous apparaît comme décolorant dans toutes les combinaisons 
dues à des affinités énergiques. Les anhydrides SO^, SO' sont incolores; 
l'anhydride iodeuxPO' est ramené au jaune, l'anhydride iodique PO*, 
plus oxygéné, est incolore. Les oxychlorures SO^GP et même SOCP ne 
sont plus colorés. 

Au contraire, dans les combinaisons endothermiques, l'oxygène se mani- 
feste comme plutôt favorable à la coloration : les composés GPO, ClO- 
sont rouges, plus colorés que le chlore qui y figure. De même l'oxychlo- 



(*) P. Sabatibr, Buli, Soc. chim,, 3" s., VI, 218; 1891. 

(*) Le sous-sulfure es est dans un état physique comparable à celui du carbone amorphe 
et correspond, sans doute comme celui-ci, à une condensation moléculaire assez avancée. 
Il en est de même du sous-sulfure de bore, que j'ai signalé Tannée dernière. 
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rure AzOGl est rouge, tandis que le chlorure AzCP est seulement jaune 
pâle. 

Plusieurs des exemples qui viennent d'être rappelés montrent que les 
combinaisons dues à des affinités énergiques sont le plus souvent incolores. 
Le trichlorure de phosphore PhCP, corps très stable formé avec beaucoup 
• de chaleur, est absolument incolore. 

Au contraire, le chlorure d'azote, corps endothermique et explosif, est 
jaune. Le perchlorure de phosphore PhCl' n'est produit à partir du tri- 
chlorure que par une affinité médiocre, qui ne résiste guère à la vapori- 
sation du composé : aussi retrouvons-nous dans ce corps la teinte jaune 
corrélative des 2 atomes de chlore ainsi fixés. 

IIL Ces résultats nous permettent de prévoir en quelque mesure ceux 
que fourniront les métalloïdes incolores II, B, C, O, Az, Ph, combinés 
entre eux. Les corps obtenus sont le plus souvent incolores. Nous citerons 
comme tels, parmi les composés binaires : 

Les hydrures IPO, IPOS BIP, AzIP, Az'U* (»), Az»H (*), PhH», Ph*lP, et la 
nombreuse série des carbures d'hydrogène CIP, C«H*, OH», C«HS C^^IIS C'*H'«, 
C»'ll", G»»H", etc. 

Les oxydes anhydres B»0», GO, COS Az'O, AzO, Az*0*, Ph^O« ('), Ph«0». 

Les composés BAz, CAz. 

Parmi les composés ternaires incolores, nous indiquerons seulement : 

Les acides CAzU, B(Oil)', PhH(OII)«, Ph(OH)\ PhO(OH)>, PhO«(()H), 
Az04I, AzO' II, 

à côté desquels il faudrait inscrire un nombre immense de matières orga- 
niques incolores formées de carbone, hydrogène et oxygène. 

Nous trouvons toutefois un assez grand nombre d'exceptions, qui, si l'on 
se borne aux composés binaires, dérivent toutes des éléments incolores qui 
se sont antérieurement révélés comme les plus favorables à la coloration, 
l'azote, le phosphore. 



(») T. CuRTius, Deutsche chem, GeselL, XX, i632. 

(«) T. CuRTius et Radenhavsen, Journ,furprakt. Chem,, XLIII, 207. 

(») TiionPK Cl TuTTON, BulL Soc, Chim., [3], IV, CSg. 
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Ce sont : 



i 



(Ph*H)'» Solide jaune. 

(Ph^O)" Solide orangé. 

(PhB Solide brun (»). 

Az*0' Liquide bieu. 



. ^, j Liquide (ou vapeur) orangé [aux basses températures, 

( la molécule est Az*0* incolore (')]. 

Les trois phosphures qui précèdent doivent sans doute correspondre à 
un état de condensation moléculaire assez avancée. 

Les conditions de la coloration sont moins aisées à imaginer pour les 
deux oxydes d'azote. Le caractère endothermique de ces composés ne 
suffit pas à l'expliquer : car l'oxyde AzO n'est pas coloré, quoique bien 
plus endothermique que le peroxyde AzO^. On pourrait s'en rendre compte 
comme il suit. 

La molécule d'oxygène O^ est incolore, mais l'ozone O-O^ est coloré 
(en bleu). De même l'oxyde chlorique ClO^ a une teinte plus foncée que 
le chlore Cl*. Nous pouvons donc penser que le groupe O^, associé par des 
affinités médiocres avec un atome (ou un groupe d'atomes) peu ou point 
décolorant, introduit une coloration. 

AzO est incolore, AzO^ sera coloré : nous verrons plus loin ce groupe O^ 
intervenir fréquemment dans certaines combinaisons organiques pour les 
colorer (*). 



(*) H. MoissAN, Comptes rendus, t. CXIII, p. 727; 1891. 

(*) Salet, Comptes rendus, t. LX, 488. — Naumann, Ber, der deutsch. chem. Gesell,, 
2o45; 1878. — RAM9AY, Chem. News, LUI, 611. 

(') Il est plus difGcile de comprendre comment la juxtaposition de 2 molécules oran- 
gées AzO* peut, à basse température, donner i molécule Az'O* incolore comme l'anhy- 
dride azotique Az*0*, alors que l'anhydride azoteux Az*0' est bleu. 

Cette couleur bleue de Tanhydride azoteux fait songer ù celle de l'ozone, composé égale- 
ment fort instable. Leurs constitutions moléculaires 

/O /AzO 

o( o<; 

^O \Vz0 

sont quelque peu comparables. Le remplacement d'un groupe AzO par AzO* devrait intro- 
duire une teinte jaune orangé, et l'on peut admettre, dans quelque mesure, que la couleur 
bleue primitive est ainsi annulée : on serait ainsi conduit à l'anhydride incolore 

/AzO 

^AzOî 
qui n'est autre que le peroxyde d'azote aux basses températures. 
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L'immense majorité des matières organiques est incolore comme ses 
principaux constituants, carbone, hydrogène, oxygène, et assez fréquem- 
ment azote. Toutefois on y rencontre un certain nombre de produits 
colorés, dont quelques-uns, doués d'une teinte très intense, ont reçu d'im- 
portantes applications dans l'industrie tinctoriale. 

En général, la complication moléculaire se montre favorable à la colo- 
ration; celle-ci résulte fréquemment de Tintroduclion dans la molécule 
organique de certains éléments ou groupes colorés, tels que le brome, Tiode, 
le soufre, la vapeur nitreuse AzO', qui tendent à donner une teinte jaune 
plus ou moins mélangée de rouge. 

Le pouvoir décolorant de Thydrogène, que nous avons déjà signalé pré- 
cédemment, s'opposera au contraire à l'apparition de la couleur : aussi tous 
les carbures d'hydrogène sont-ils à peu près incolores. Tout au plus con- 
state-t-on une teinte jaunâtre pour des carbures compliqués et pauvres en 
hydrogène, par exemple dans Tanthracène C'*"H** (*). 

Série grasse. — On conçoit que cette action de l'hydrogène s'exercera 
plus complètement dans les composés de la série grasse, où la complication 
moléculaire est généralement peu marquée. 

Aussi la coloration ne s'y trouve guère que comme conséquence de la 
présence dans la molécule d'un nombre suffisant d'atomes ou de groupes 
colorés, soufre, iode, vapeur nitreuse AzO^ (*). 

Le chlore et le brome ne suffisent pas d'ordinaire à déterminer la colo- 
ration. Ainsi : 

Les dérivés du méthane, CHCP, CCI*, CBr^ 
Ceux de Téthane, C«CIS CMI^BrS C*HBr», C*Cl*Br*. 

Les acides trichloracétique, tribromacétique, tétrabromobutyrique, Tanhydride 
trichloracétique C*CI*OS etc. 

sont tous incolores ('). 



(*) Le carotène serait, d'après M. Arnaud, un carbure C**H*> bleu par réflexion, orangé 
par transparence {Comptes rendus, t. Cil, p. 1119). 

(') Il ne s'agit évidemment que des dérivés nitrés proprement dits, dus à la substitution 
de — AzO*, et non pas des dérivés éthérés contenant le résidu AzO' — , qui sont toujours 
incolores. 

(>) Toutefois la dichloro-élhYlamine est colorée en jaune, ainsi que la dichlorométhyl- 
nminc. 
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De même une seule substitution d'iode ou de vapeur nitreuse n'est pas 
généralement suffisante pour amener la couleur. Par exemple, l'acide 
iodacétique G^H'IO^ est incolore, tandis que l'acide diiodacétique est 
teinté en jaune. 

Tous les dérivés mononitrés des carbures forméniques sont incolores, 
ainsi que leurs dérivés chlorés ou bromes : 

Ex. Chloropicrine CCP(AzO») 

Bromopicrine CBr'(AzO') 

L'introduction du groupe nitrosyle AzO à côté du groupe AzO^ intro- 
duit la coloration dans des conditions particulièrement intéressantes. Si lo 
dérivé nitré est primaire, le dérivé nitrosé qui en provient a comme sym- 
bole général 

R — CH(AzO«)(AzO); 

c'est un acide nitrolique, jaune orangé. 

Si le dérivé mononitré est secondaire, le composé nitrosé sera 

R-C(AzO*)(AzO)-R'; 

on l'appelle un nitrol : ses solutions sont nettement colorées en bleu. 

Le nombre d'éléments colorants nécessaires pour obtenir la couleur est, 
comme on peut s'y attendre, d'autant plus grand que la chaîne carbonée, 
toujours ouverte, est plus longue. Ainsi, pour le méthane, il suffit de 
2 atomes d'iode : 

ClIU^ Huile jaune 

en V Cristaux jaunes 

CP Cristaux rouvres 

Pour l'éthane, 2 atomes d'iode ne suffisent plus : les deux éthanes 
biiodés sont incolores. Mais, comme on l'a vu plus haut, ils sont suffisants 
dans l'acide diiodoacétique, moins riche en hydrogène. 

De même nous trouvons que le propylène triiodé C'H'P est encore 
incolore; il en est de même du tétraiodure de diallyle C*H*"I\ 

Un seul atome de soufre ne colore que rarement la molécule : le sulfure 
de méthyle, le sulfure d'éthyle, la thialdéhyde C*H*S sont incolores. Au 
contraire, le bisulfure de méthyle (CH')^S^ est coloré en jaune. 

Le brome n'apporte la couleur que dans les combinaisons où i molécule 



K,iO 
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rJc* hrorij'ï est fixée par des affinités médiocres sur i molécule déjà faite. 
Wn^i h: sulfure de mélhyle incolore, donne le bromure jaune (CH*)*S.Br*. 
Ij: *ïulf'K:arhonate d'éthyle CS*SC-H*r qui est une huile jaune fournit 
pdiaddition le composa* CS< SC^H* r.Br*, en cristaux rouges fort instables. 

Or* produits d'addition moléculaire ne sont pourtant pas toujours co- 
loré» : la f?ulfo-urée CStAzlV r donne avec le brome le corps incolore 
comme elle CS^'AzH';^.Br*. 

I>fs corp?- de la série grasse, tous engendrés à partir du méthane primor- 
dial par des substitutions forméniques, ont par conséquent une structure 
moléculaire simple. Une certaine complication apparaît toutefois dans 
quelqueî^-uns d'entre eux, et spécialement dans les dérivés de Turée; néan- 
moins la plupart de ceux-ci sont incolores, et il faut arriver à une com- 
plication extrême pour voir la couleur se manifester. Les piupurates, qui 
po*>»édent une magnifique teinte pourprée (•), ont une constitution encore 
peu connue; la plus probable parait 



AzH 



AzH 




AzlI 




C-AzM-C 




AzH 



(xTtaines molécules moins complexes se colorent par Tintroduction d'un 
seul groupe nilré ou nilrosé. 

Ainsi l'acide bari^ituriquc C*H*Az^O', incolore, fournit un dérivé 
bibromé également incolore ; mais son dérivé mononitré (acide dililurique) 
fournil des solutions d'un jaune intense. 

Bien plus, le dérivé nitrosé (acide violurique) 

CO-AzH\ 
CH(AzO) ;co 
CO-AzII 

donne des sols fortement colores en violet ou en rouge. Le nitrosyle s'est 
montré ici plus colorant que le groupe AzO^. 



(1) La rnurcxidc est le purpuratc d'ammonium. 



L 
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L'influence de la complication moléculaire est ici bien manifeste, et cela 
nous permet de prévoir que la coloration sera plus fréquente dans la série 
aromatique. 

Série aromatique. — La série aromatique et celles qui s'y rattachent 
comprennent un assez grand nombre de matières colorées, dont quelques- 
unes constituent des produits tinctoriaux très employés (*). 

Les noyaux cycliques à liaisons multiples semblent, d'une manière géné- 
rale, favorables à la couleur, et cela d'autant mieux qu'ils sont, dans la 
molécule, plus nombreux et associés d'une manière plus compliquée. Toute- 
fois cette complexité ne suffit pas à déterminer la coloration, puisque tous 
les carbures, même les moins simples, sont incolores ou à peu près. Nous 
allons examiner successivement les diverses causes capables dé développer 
ou de modiOer la couleur. 

L Comme précédemment, l'introduction dans la molécule d'atomes ou de 
groupes colorés, brome, iode, vapeur nitreuse AzO- (auxquels il convient 
de joindre le nitrosyle AzO, d'après ce que nous avons vu des dérivés ni- 
trosés dans la série grasse), pourra amener la coloration. Celle-ci sera 
d'autant plus intense, que le nombre des substitutions colorantes est plus 
grand, et aussi que la complication initiale de la molécule est plus forte. ' 

Le chlore est généralement sans eflet : les divers benzènes chlorés (de 
C«H*Cl à C«Cl«), les naphtalènes chlorés (de C^^H^Cl à C^«Cl»), le phé- 
nanthrène hexachloré C**H^Cl*, le chrysène dichloré C*^H*"CP, etc., 
sont tous incolores. Toutefois la couleur se manifeste avec l'anthracène, 
qui se trouve à la limite de la coloration et Tacquiert sous les influences 
les plus légères : tous les anthracènes chlorés sont jaunes. 

Le brome et surtout l'iode sont un peu plus actifs que le chlore, mais la 
complication moléculaire favorise beaucoup cet eflet. Les benzènes tribro- 
més sont incolores (comme tous les benzènes bromes), tandis que les sels 
de diazobenzène tribromé sont jaunes. La fluorescéine, matière colorante 
peu intense, devient une superbe teinture orangée, si Ton y substitue 
4 atomes de brome ou d'iode (^). 



(1) On trouvera des détails surla constitution des diverses matières colorantes de la série 
aromatique dans le Mémoire très intéressant de Nœlting (cité p. i). 

(*) La fluorescéine tétrabromée est Véosine, La tétraiodée a été nommée érythrosine : 
elle est plus violacée. 

Facder.^YL E.3 
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IL L^actîon colorante de la vapeur nilreuse est beaucoup plus générale, 
et conduit habituellement à une teinte jaune plus ou moins rougeâtre. Ce- 
pendant nous trouvons que les dérivés mono-, bi-, Irinitrés du benzène et 
des carbures homologues, toluène, xylene, mésitylcno, cumêne^ etc. sont 
incolores (*). 

Mais les phénols mononitrés, les nitranilines, les nitrorésorcines, lenitro- 
camphre, la nitronaphlaline, sont franchement colorés en jaune; le nitro- 
naphtol-a est une <:ouleur très puissante, que Tindustrie a utilisée sous le 
nom ÛQ jaune de Martius, Leurs produits polynitrés sont encore plus 
colorés : Tun des trinitrophénols, Tacide picriquc, possède un pouvoir 
tinctorial très énergique. 

liL Les substitutions nitrosées (c'est-à-dire de AzO) pratiquées dans des 
molécules incolores, y apportent aussi habituellement une coloration jaune 
ou verdâtre. Le nitrosophénol C" H*(AzO)(OH) se présente en cristaux ver- 
dâtres;laméthylaniline,ladiphénylamine,lenaphtalènc,roxindolC*H'AzO, 
qui sont incolores, donnent des dérivés nitrosés d'une couleur jaune. 

IV. Le groupe sulfoné SO'H, qui se substitue si fréquemment dans les 
corps aromatiques, ?e montre assez indifférent vis-à-vis de la couleur. 
Souvent il la rend plus utilisable dans la pratique, en iipportantla solubilité 
ail corps déjà coloré où on l'introduit. Ainsi le bleu de Lyon devient so- 
hible sans perdre sa teinte, quand on y réalise une ou plusieurs substitu- 
tions sulfonées. 

On a vu plus haut que ranthracène, quoique incolore, possède une ten- 
dance très marquée à la couleur; nous en retrouvons ici une nouvelle 
preuve : les anthracènes sulfonés sont tous jaunes. 

V. L'oxygène, élément incolore, ne s'est montré colorant qu'exception- 
nellement dans les combinaisons métalloïdiques. Au contraire, il joue un 
rôle très important dans la coloration des produits aromatiques. Ce rôle 
est, d'ailleurs, assez complexe et demande à être étudié avec quelque détail. 

Les monophénols, diphénols, triphénols, les naphtols sont encore inco- 
lores comme les carbures dont ils dérivent. Comme on peut le prévoir, les 
anlhrols sont jaunes. Le tétraoxybenzène C^H^(OH)* est jaune et l'hexa- 
phéiiol (^^(OII)® est constitué par des aiguilles grises (^). 



( ») Le nitrobenzène parfaitement pur et récemment préparé est incolore, mais il se colore 
spontanément à la lumière, s'il s'y trouve des produits tliiophcniques (Bidet, Bull, Soc. 
rhim,j 1889, [4], t. [, p. 3. 

(*) NiKTZKi et Benckiser, Be/\ der deutsch. cheni. Geseil.j t. XVÏII, p. 499* 
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L'effet se trouve bien plus marqué clans les quinoncs^ où le groupe O^ 
remplace H*, en apportant une coloration jaune très intense (*). Citons 
seulement la quinone ordinaire C*II*0^, la toluquinone, les naphtoqui- 
nones C'*H*0*. Nous y joindrons Tanthraquinone, 

C«H*<^^|]'^C«HS jaune rougealre, 
et la phénanthrène-quinonc, 

l)ien que ces deux corps aient une constitution distincte de celle des vraies 
quinones. 

Les dérivés issus de ces quinones par substitutions variées, cblorées, ni- 
trées, et aussi amidées ou oxhydrilées (J^)^ possèdent une coloration encore 
plus marquée ('). Ainsi à la quinone ordinaire se rattache Tacide chlora- 
nilique C*C1*(0H)*0* rouge, et aussi la tétraoxyquinone C"(OH)*0^, 
dont les cristaux sont jaunes par transparence, bleu foncé par réflexion (*). 
L'acide rhodizonique, rouge pourpre, dont les sels fournissent des cristaux 
rouges à reflets verts, n^est qu'une dioxydiquinone C*(OIiy.O^.O^ (*). 

De même, de la naphtoquînone-a dérive une fort belle matière colorante, 
la dioxynaphtoquinone-a ou naphtazarincy C*®II\OH)^0*, rouge, dont 
les solutions alcalines possèdent une teinte pourpre. 

L'anthraquinone, soumise à des substitutions oxhydrilées, fournit une 
série nombreuse de dérivés fortement colorés, dont la teinte varie du jaune 
au rouge très foncé. Quelques-unes de ces oxyanthraquinoncs ont une 
grande importance pratique : citons seulement la purpurine et surtout Tali- 
zarine, principe actif de la garance, magnifique substance rouge, dont les 
solutions possèdent un pouvoir colorant très intense, rouge en général, 
bleu pourpré en présence des alcalis. 

Les quinones peuvent se combiner avec les phénols, en donnant des 



(*) Voir ci-dessus, page i3, la propriété colorante de ce groupe O*, déjà signalé comme 
chromophore par Otto Witt. 

(*) Ce sont, en réalité, des additions d'oxygène à la molécule. 

(•) C'est ce que Otto Witt exprime en disant que OHcet AzH' sont des groupes auxo- 
chromes qui accroissent la couleur déjà acquise. 

(^) NiBTZKi et Benxkiser, loc. cit. 
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combinaisons où la complication moléculaire favorise le développement de 
la couleur. Ainsi la quinhydrone, formée par l'union de la quinone avec 
Thydroquinone incolore, cristallise en superbes lames vertes (vraisembla- 
blement rouges par transmission). La pyrogalloquinone, la purpurogalline, 
issues de mécanismes semblables, sont fortement colorées en rouge. 

L'action colorante de l'oxygène en relation avec les noyaux aroma- 
tiques apparaît aussi nettement dans les dérivés du diphénylméthane et 
surtout du triphénylméthane. 

Le diphénylméthane CIP(G"n')" et la plupart des corps qui s'y rat- 
tachent ne sont pas colorés. La benzophénone CO(C*H*)^, et même 
l'oxyde de diphénylénecétone ou xanthonc de Grœbe, 

fournissent des cristaux incolores. Mais l'introduction de 2 atomes d'oxy- 
gène suffit pour faire naître la teinte; la dioxyxanthone ou euxanthone 

/C*IP(OH)\ 
^ \C*H>(OH)/^ 

a une belle couleur jaune : c'est un des principaux constituants du jaune 
indien. 

Le triphénylméthane Cn(C*H*)' est absolument incolore, ainsi qu'un 
grand nombre de ses dérivés, comme 

Le ilioxytriphénylmélhane CII^rpg|jw^v|jv^,; 
La leucaurine CH[(:MI*(()II)]»; 

La phtalme du phénol Cll\ rcm.ro» H ' 
La paraleucaniline CII[C«II*(AzH«)]», elc. 



^Llis, pour colorer ces composés, il suffit de fixer sur eux i atome d'oxy- 
gène, qui fournit les dérivés du triphénylcarbinol COn(C*IP)' : ceux-ci 
seront colorés, si deux au moins des groupes phényliques ont subi des sub- 
stitutions amidécs ou oxhydrilées. Nous aurons de la sorte, au lieu des 
corps inscrits plus haut, 

La benzaurine COH^|.pg_- „ , rouge brique soluble en jaune; 
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L'aurine COH[C'H*(OH)]', en aiguilles rouges à reflets verts, soluble en rouge 
orangé; 

La phtaléine du phénol CO^h,gjj^_^Q ^^ , incolore, mais soluble en rouge 


pourpre dans les alcalis; 

La pararosaniline COH[C*H*(AzII*)]% dont les sels verts à reflets dorés four- 
nissent des solutions rouges d'une intensité extraordinaire. 

La liste des corps ainsi obtenus est extrêmement nombreuse et beaucoup 
d'entre eux sont des produits tinctoriaux très importants. Je me bornerai à 
nommer, dans le groupe des dérivés oxhydrilés, 

La fluorescéine et ses substitués haloïdes plus puissamment colorés, éosine, 
auréosine, érythrosine, 
La galiéine; 

dans le groupe des dérivés amidés : 

Le vert malachite, 
La rosaniline, 
Le violet de Paris, 
Le bleu de Lyon, etc. 

Nous trouvons dans la série de l'indigo un autre exemple bien net du 
rôle colorant de l'oxygène dans les composés à chaîne complexe. L'indol 

\AzlI/ 
est incolore, ainsi que ses dérivés oxhydrilés; mais l'isatine 

\AzH/ 
est d'un beau rouge. 

Il est probable que le rôle principal de l'oxygène dans ces introductions 
de la couleur consiste à neutraliser l'action décolorante de l'hydrogène, la 
cause primordiale de la coloration étant principalement la complexité mo- 
léculaire. Ces diverses substances soumises à une influence hydrogénantc 
convenablement choisie (*) subiront une réaction inverse de celle qui les 
avait colorées; soit que les atomes d'oxygène y soient remplacés par des 



(1) Zinc en poudre, en liqueur acide ou alcaline, acide hydrosulfurcux, acide sulfu- 
reux, etc. 
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oxhydriles, ou les oxhydriles par des atomes d'hydrogène, soit que des 
atomes d'hydrogène soient simplement fixés. Il en résultera toujours une 
décoloration. L'indigo nous offre un bel exemple du dernier mode; lïn- 
digo bleu C'*H*" Az^O^, traité par les réducteurs, fixe 2 atomes d'hydro- 
gène et se décolore. D'ailleurs l'indigo blanc ainsi produit régénère par 
oxydation Tindîgo primitif. 

VI. L'azote nous apparaît aussi comme un facteur important dans la 
coloration des corps aromatiques. Si nous laissons de côté les substitu- 
tions nilrées et nitrosées, dont le rôle chromogène a été signalé précé- 
demment, nous trouvons que Vazoic s'introduit dans les composés aro- 
matiques par deux modes principaux : substitutions amidées et mécanisme 
azoïque. 

Le groupe AzH* considéré seul est certainemienl incolore, comme le vé- 
rifie l'hydrazine de Curtius (AzH^y. Toutefois, dans les combinaisons 
complexes, il tend à développer la couleur ou à la nM)difier. Ainsi le phénol 
dinitré jaune, soumis à une substitution amidée, devient l'acide picramique 
rouge grenat. 

De même l'anthraquinone jaune rougeâtre donne des amidoanthraqui- 
noncs rouge foncé. 

Le dérivé monoamidé du Iriplrénylcarbinol 






est incolore, mais ses dérivés diamidé et triaraidé sont, ainsi qu'il a déjà été 
dit, de belles matières colorantes. Le diamidatriphénylcarbinol 

\[C«H*(AzH*)]« 

est jaune et fournit des sels bleus à reflets bronzés dont la solution est 
pourpre. 

Le triamidotriphénylcarbinol n'est autre que la pararosaniline. La rosa- 
niline, dont les sels constituent les fuchsines, en dérive par une substitution 
méthylée. 

Les atomes d'hydrogène des groupes amidés peuvent être remplacés par 
des résidus variés, méthyles, cthyles, phényles : la coloration persiste, mais 
avec une modification progressive de la teinte, où le bleu s'introduit de plus 
en plus, en raison de la complication moléculaire. La rosaniline donne du 
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rouge franc : la pentaméthylrosaniline constitue le violet de Paris; la tri- 
phénylrosaniline, plus complexe, est bleue, c'est le bleu de Lyon. 

Les composés azoîques peuvent être regardés comme les dérivés, par 
substitution, du diimide encore inconnu 

HAz = AzH. 

Leur formule générale sera donc RR' Az^. Ces corps sont incolores ou peu 
colorés, si un seul des résidus R, R' est aromatique : c'est le cas des dérivés 
nommés diazoîques. 

Ainsi les sels de diazobenzène, par exemple, le sulfate C"H'. Az*.SO'H 
sont incolores. Il en est de même àxk nitrate de diazonaphtalène 

'C•«H^Az^AzO^ 

Au contraire, la coloration apparaît nettement lorsque R et R' sont tous 
deux aromatiques, et elle se montre particulièrement intense quand Tun de 
ces résidus a subi une substitution oxhydrilée ou amidée. 

L'azobenzène C*H*.Az*.C*H* est rouge; tous ses dérivés chlorés, bromes, sulfo- 
nés, sonl jaunes ou rouges. 

L'orangé III ou méthylorangc, si usité comme réactif des acides forts, a comme 
formule C*H*(SO»H).Az«.C/H»(CIP)'. 

L'amidoazobenzène C« H« . Az» . C«H* ( AzH» ) . 

La chrysoïdine C*H*.Az-.C*H'(AzH-)* sont des matières colorantes jaunes, qui 
onl reçu des applications importantes. 

Les naphtols a et ^ fournissent de même les orangés I et II : 

C«H*(SO'H).Az«.C^«H*(OH). 

Nous citerons parmi les couleurs plus foncées ou plus puissantes les com- 
posés suivants, dont la molécule est plus compliquée : 
A partir du naphtol-^ : 

Le rouge ponceau C«H»(CH»)».Az«.C»«H*(OH)(SO'H); 
Le rouge de Bordeaux C»^H\Az».C»^H*(OH)(SO*H). 

A partir de la naphtylamine-a : 

Le rouge de Magdala C»^H^Az^C»^H«[AzH(C»<>H^)]. 

Le brun de phénylène ou vésui^ine est constitué par les sels du triamido- 
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azobenzêne. 

I^ bleu d*azophénylène dérive de ramidoazobenzène jaune par une 
simple subslilution phénylique. C'est 

C*H^Az^C«H*[AzH(C*H»^]. 

L'influence décoloranle de l'hydrogène apparaît nettement pour les cou- 
leurs azoïques. L'introduction de 2 atomes d'hydrogène suffit pour faire 
disparaître ou atténuer beaucoup la coloration du composé : il se produit 
dr*s corps incolores ou peu colorés du tj-pe hydrazinique 

RAzH — AzHH. 

L'hvdrazobenzène (C*H*.AzH)* est incolore. Pourtant le diamidohv- 
drazobenzène [C*H*(AzH^)AzH]* est jaune et fournit des sels rouges. 

Au contraire, l'introduction de i atome d'oxygène au lieu de H* ne sup- 
prime plus la teinte : Fazo-oxybenzène (C*H* )'Az*0 est jaune. 

Comme on vient de le voir, le groupe Az' dictaient des composés azoïques 
entraîne avec lui l'aptitude à la coloration. Au contraire, le groupe tétra- 
valent Az* des hydrazines ne semble pas, en général, doué de propriétés 
analogues; mais il peut toutefois se comporter de la même manière s'il 
entre dans la constitution de cycles fermés. C'est ce qui a lieu, par exemple, 
dans les combinaisons des hydrazines aromatiques avec les aldéhydes ou 
acétones. On a la réaction 

C*H*.AzH-AzH»-hCO.RR'=H«0-+-C«H*-Az-AzH 

\/ 
C 

/\ 
R R' 

On obtient ainsi des hydrazones ordinairement colorées en jaune. 

La teinte devient beaucoup plus forte, si deux groupes semblables se 
trouvent associés : c'est ce qui arrive dans les osazones de Fischer. La lar- 
trazine, belle matière colorante jaune, est le dérivé disulfoné de Tosazone 

GOMI 

I/Azll 

\Az.C«H» 



I /AzH 

\Az.C'H» 
0»H 



i 
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De même, dans Tazophénylène on phénazine, le groupe tétravalent Az* 
est le centre d'un double noyau cyclique 

/Az 

Nous trouvons que c'est un corps coloré en jaune. L'introduction de 
groupes amidés y accroît beaucoup la teinte : une seule substitution fournit 
encore une couleur peu intense; deux AzH* procurent une matière colo- 
rante violette, nommée violet de phénylène. 

Les 2 atomes d'azote paraissent exister en situation analogue dans la 
molécule d'indigo bleu. Si nous adoptons la constitution (*) 

XO-CH-CH-CO. 

c^n\ / \ ^c«Hs 

^Az Az-*"^^ 

nous voyons que le groupe Az^ tétravalent est en relation cyclique avec deux 
groupes phénylènes. On ne peut donc s'étonner de voir la couleur s'y mani- 
fester. Ici, comme dans le cas des azoïques, la fixation de deux atomes 
d'hydrogène suffit pour amener la décoloration complète. 

COMBINAISONS DES ÉLÉMENTS MÉTALLOIDIQUES AVEC LES ÉLÉMENTS MÉTALLIQUES. 

Les corps dits métalliques ont pu être caractérisés par leur mode commun 
d'action sur la lumière qui tombe à leur surface (-). On a vu précédemment 
que cette identité optique apparente subsiste encore en quelque mesure 
dans les combinaisons qu'ils forment entre eux. Il n'en est plus de même 
pour les composés qui résultent de leur union avec les métalloïdes : on y 
voit se manifester des divergences extrêmes. 

Chlorures et oxysels, — Ces grandes différences apparaissent tout de 
suite si nous comparons les divers chlorures. Quelques-uns possèdent des 
colorations très marquées; beaucoup, au contraire, sont incolores. 

On arrive d'ailleurs à des résultats absolument identiques, si, au lieu 
des chlorures, on examine les combinaisons des métaux avec le brome ou 



(*) WiLLM et HvNRiOT, Traité de Chimie, t. IV, p. 549. 
(*) Voir p. 3 et f». 

Fac. de T.- VI. E.i 
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avec (les résidus élecironégalifs issus d'oxacides incolores par soustraction 
d'hydrogène, tels que 

OH, AzOS AzO\ 10', CIO», ClOS C«H»0*, C«n»CO, monovalenis 

ou 

SO», SO*, CO», DOS C*H*OS bivalents 
ou 

PhOS AsOS C«H»OMrivalents. 

Les colorations des sels obtenus sont, en général, semblables à celles 
des chlorures correspondants, et elles varient de la même manière quand 
on fait varier Thydratalion du composé. Quand le chlorure est incolore, 
les sels considérés le sont aussi. 

Nous sommes ainsi amené à séparer les éléments d'éclat métallique en 
deux groupes distincts : 

Éléments métalliques à sels colorés. 
Éléments métalliques à sels incolores. 

Pour se rendre compte de la composition de ces deux groupes, il convient 
de considérer le Tableau d'ensemble de la page G, oti les corps simples 
sont classés à partir de la loi périodique. Les classes s'y trouvent rangées 
par ordre de grandeur croissante du poids atomique de leur premier 
terme. 

Cette liste comprend tous les éléments, sauf toutefois quelques métaux 
rares de la cérite et de la gadolinite, de poids atomiques supérieurs à celui 
du cérium : ces métaux, didyme, samarium, holmium, terbium, erbium, 
décipium, ytterbium, constituent une série singulière assez mal étudiée, qui 
ne peut jusqu'à présent rentrer dans la classification naturelle, et qui forme 
une sorte de prolongement au groupe des deux métaux voisins, lanthane, 
cérium. 

Le cuivre, l'argent et for figurent deux fois dans le Tableau. Pour leurs 
combinaisons dues à la nionovalence, de beaucoup les plus importantes 
j)Our l'argent, ils doivent figurer à coté du lithium et du sodium. Pour les 
composés issus de valences multiples, les seules dignes d'intérêt pour Tor, ils 
ontleur place marquée dans chacune des classes supplémentaires i(>, 17, 18. 

Or nous trouvons (|ue les éléments métalliques à seU' incolores com- 
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prennent tous ceux contenus dans les classes consécutives : 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, II ('). 

Au contraire, les classes qui occupent la partie inférieure du Tableau ne 
renferment que des métaux à sels colorés. Ce sont les classes 

i4, i5, 16, 17, 18. 

Les classes intermédiaires 12 et 1 3 servent, pour ainsi dire, de transition 
d'un groupe à l'autre. La classe 12 contient les corps 

Ti, Zr, Ce, Tho, 

auxquels il convient de joindre comme annexe, ainsi qu'il a été dit plus 
haut, les métaux de la gadolinite 

Di, Sa, Ho, Tb, Erb, Dec, Ytb, 

dont les poids atomiques sont compris entre Ce et Tho. 
Voici les colorations que présentent leurs composés : 



Titane 

Zirconium, 
Cérium . . . 
Thorium . 



CHLORURES, OXYDES HYDRATÉS, 01' SELS D OXACIDES 



du typo MR' 



Violets. 

M 

Incolores. 

M 



du type MR* 



Incolores. 

Incolores. 

Orangés. 

Incolores. 



Didyme, . . 
Samarium . 
Holmium . 
Terbium. . 
Erbium . . . 
Décipium.. 
Ytterbium. 



Rouges violacés(*). 

Jaunes. 

Orangés. 

Jaunes ou incolores? 

Roses. 

Incolores? 

Incolores. 



n 
» 



( ' ) Le chlorure anhydre est rouge; le chlorure hydraté est violet. 



D'après ces indications, la coloration n'apparaît encore dans la classe 12 



(1) La classe 8 ne contient pas d'éléments à éclat métallique vrai. 
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que crime façon irrégulière (*). Elle présente encore des divergences assez 
niarqué(\s dans la classe i3, où nous trouvons les résullats qui suivent : 



CIIL0UURE8, OU SELS D'oXACIDES, 



type MR*. 



„ ,. u anhvdre) vert .. 

M hydrate) violel, 

Niobium. 

Tanlalo. 



type MR'. 



i Anhydre) violet. 
(Hydraté) vert. 
Noir métallique. 



type MR«. 



(Anhydre) rouge. 
(Hvdralé) bleu. 



type MR» 



Rouges ( > ). 

Incolores (*). 
I Incolores, ou jaune 
pâle. 



1 



( ') Les vaiiadates alcalins sont incolores (neutres), ou rouges, plus ou moins foncés. 
( ' ) Le hroniuro est pourpre. 



La coloration s'affirme au contraire très constante dans les classes sui- 
vantes et indique, pour les métaux (jui y figurent, un pouvoir colorant très 
prononcé. C'est ce qui résulte bien nettement des résultats groupés dans 
le Tableau ci-après, pages 3o et 3i . 

Couleurs clos sels hydrates, — En comparant, dans le Tableau de la 
page 3o, les sels bydratés aux sels anbydres, nous trouvons qu'ils pos- 
sèdent quelquefois une couleur identique, par exemple pour les composés 
manganeux (teinte rosée); mais, le plus souvent, la teinte est difierente. 
L'effet ordinaire de Thydratation est de pousser la teinte du rouge vers le 
violet. En sliydratant, les sels ferriques passent du rouge au jaune, les 
sels de nickel du jaune au vert, les sels cuivriques du rouge au vert, puis 
au bleu pour un degré d'bydratation plus avancé. Certains sels, qui 
jmraissent blancs dans l'état anhydre, prennent par fixation d'eau une teinte 
bien accentuée, verte pour les sels ferreux, bleue pour les selschromeux(*). 

Les sels de cobalt semblent faire exception à cette règle : la plupart sont 
bleus ou verts dans Tétat anhydre, roses plus ou moins violacés dans l'état 



(') Il convient d'ajouter que les métaux de la cérite possèdent la propriété singulière de 
présenter, dans leurs sels solides ou dissous, des bandes d'absorption très nettes. Ces bandes 
se distribuent dans le spectre visible pour Di, Sa, Ho, Erb; elles existent seulement dans 
Tultraviolet pour Ce, Tb, Dec, Yib, Tho, comme du reste dans Yl et La de la classe M. 

(*) Le sulfate de cuivre paraît incolore quand il est anhydre : il devient bleu en s*hj- 
dratant. 
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hydrate (*); mais ce sont là des teintes complexes, qui résultent d'un mode 
assez compliqué d'absorption de la lumière blanche. 

Sels doubles. — Les sels doubles, formés le plus souvent par de faibles 
affinités à partir des sels générateurs, présentent habituellement une teinle 
analogue à celui d'entre eux qui est coloré. 

Les sels doubles étant ordinairement hydratés, leur couleur est norma- 
lement celle de Fhydrate du sel simple. Quelquefois pourtant, elle est 
celle du sel anhydre : ainsi le chlorure double hydraté de cuivre et de 
lithium est rouge comme le chlorure cuivrique anhydre (^). Le nitrite 
double hydraté de cobalt et potassium est vert au lieu d'être rose. Il est 
vrai que le nitrite double de nickel el potassium est rouge brun, coloration 
que ne possèdent les sels de nickel, ni anhydres, ni hydratés. Ce change- 
ment indique une combinaison d'ordre plus avancé que dans la plupart des 
sels doubles, et comparable à celui qui caractérise les chloroplatinates, les 
platinocyanures, les ferrocyanures et congénères. 

La modification de teinte est peu marquée dans les chloroplatinates 
jaunes, issus du chlorure platinique rouge. 

Elle l'est beaucoup plus dans la série des cyanures mixtes. 

Le cyanure ferreux FeCy^, à peine entrevu, est blanc, mais les ferro- 
cyanures alcalins qui en dérivent sont colorés en jaune : le ferrocyanure 
ferrique est d'un bleu intense (bleu de Prusse). 

Le cyanure manganeux MnCy^ est couleur chair, le manganicyanure 
de potassium est violet foncé, celui de baryum est bleu. 

Le cyanure cobalteux CoCy^ rose donne un cobaltocyanure de potas- 
sium rouge; le cobaltocyanure de plomb est jaune. 

Le cyanure chromique CrCy% bleu verdatre, conduit au chromicyanure 
de potassium jaune. 

Le cyanure d'osmium OsCy^, violet, donne de même des osmocyanures 
diversement colorés; celui de potassium est jaune, celui de fer est bleu. 

Les platinocyanures APPtCy* possèdent des colorations très remar- 
quables dont il a été question plus haut (2)oir p. 4 )• 

Au contraire, tandis que les sels simples d'iridium et de ruthénium sont 
colorés, lesiridicyanures et les ruthéniocyanures alcalins sont incolores. La 
variation de couleur est, dans tous ces exemples, la preuve d'une combi- 
naison énergique entre les deux sels juxtaposés dans la molécule. 



(' ) Le sulfate anhydre est rose pâle. 

(*) ChassevenTi Bull. Soc. chim,, [3], t. VI, p. 3; 1891. 
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Sels acides. — On rencontre pour les sels acides des particularités ana- 
lofcues à celles que nous ont offertes les sels doubles. Les chlorhydrates 
cuivriquc et cobalteu\(*^ ont, quoique hydratés, la teinte des chlorures 
anhydres, rouge pour le cuivre, bleu pour le cobalt. Mais la coloration 
jaune vcrdàtre du clilorhydrate ferrique ( *) est fort différente de la cou- 
leur rouge du chlorure ferrique anhydre, ou de la couleur jaune du 
chlorure hvdralé. 

L'acide platinocyanhydrique possède le dichroïsme caractéristique de 
ses sels. Au contraire, les acides ferrocyanhydrique, ferricyanhydrique, 
coballicyanhydrique, etc., dont les sels alcalins sont colorés, sont eux- 
mêmes incolores. C'est une conséquence du pouvoir décolorant de Thydro- 
gène, si souvent constaté dans les composés organiques. 

Sels de mélaux awmoniés. — Les sels ammoniacaux isomorphes des 
sels de potasse sont incolores comme eux, toutes les fois qu'ils proviennent 
d'un liquide non coloré. Les sels doubles, qui en résultent avec les divers 
sels métalliques, se présentent aussi avec des caractères extérieurs très 
semblables aux sels doubles potassiques. 

Il n'en est plus de même des corps qui résultent de la fixation de une ou 
plusieurs molécules de gaz ammoniac sur les sels métalliques déjà colorés, 
et fpii sont en réalité les sels de véritables ammonium complexes, où cer- 
tains atomes mélallicjues se trouvent substitués à des atomes d'hydro- 
gène. La coloration se trouve alors fortement modifiée et le plus souvent 
est remplacée par une teinte plus foncée. 

Les sels cuivriques hydratés sont verts ou bleus. Mais les sels cuprico- 
ammoniques possèdent pour la plupart une couleur bleue foncée ou vio- 
lette. Le sulfate de cuivre ammoniacal ordinaire. 




SOK Cu -hHM), 



cristallise en magnifiques aiguilles bleu indigo. 



(') P. Sabatier, Bull. Soc, chitn., l. L, p. 86. — Comptes rendus^ l. C\ II, p. 4*^. 
(*) V. Sabatikr, Bull. Soc. chim., l. XXXVI, p. 197; 1881. 



RELATIONS DE LA COULEUR DES CORPS AVEC LEUR NATURE CHIMIQUE. E.33 

Les sels de nickelamines n'ont plus, comme les sels nickeliques ordinaires, 
la teinte verte dans Tétat hydraté, jaune dans l'état anhydre : ils sont bleus 
(chlorure, iodure, nitrate), violets (sulfate, sulfite), ou rouge cerise (ni- 
trite). 

Les sels de cobaltamines forment plusieurs séries très importantes, dont 
les couleurs sont assez variées : pourpres (purpuréocobaltiques), rouges 
groseille (roséocobaltiques), jaunes plus ou moins foncés (xantho- et lutéo- 
cobaltiques), bruns (fuscocobaltiques), verts olive (oxycobal tiques). 

Le chlorure platineux, qui forme, avec les chlorures alcalins, ainsi 
qu'avec le chlorhydrate d'ammoniaque, des sels doubles rouge pourpre, 
fournit au contraire avec l'ammoniaque le composé 

^ /AzlPCI 
Pr 

\AzH»Cl 

qui se présente soit en aiguilles vertes (sel de Magnus), soit en lamelles 
jaunes (sel de Reiset). 

lodures. — L'aptitude colorante de l'iode étant supérieure à celle du 
chlore, il en résulte que la coloration appartient, non seulement aux iodures 
de tous les métaux à chlorures colorés, mais encore à quelques autres dont 
les chlorures sont incolores, et qui ont pour la plupart des poids atomiques 
élevés. 

En voici la liste, avec les colorations présentées par les iodures : 



Fac de T, — VI E.5 
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CLASSE. 



2 
3 

4 

4 



METAL. 



Argent . . 
Mercure 



Gallium 
Indium . 



5 
5 
H 
5 

6 
6 
6 



Thallium 



Silicium 

Germanium . . 

Étain 

Plomb 



Arsenic . . 
Antimoine 
Bismuth . . 



COULEUR DE L'IODURE, DE FORMULE 



MI. 



Jaune. 
Jaune, rouge. 

» 
» 
Vert, jaune 
ou rouge. 

» 



MI'. 


MI«. 


MI*. 


» 


» 


u 


Jaune, rouge. 


* 


D 





Jaune. 


l> 


u 


Jaune. 


» 


» 


Brun. 


» 


» 


» 


Rouge. 


» 


» 


Jaune. 


Rouge. 


» 


Orangé. 


Jaune. 


• 


» 


1) 


Rouge. 


u 


» 


Rouge ou jaune. 


» 


» 


Gris noir. 


» 



Nous laissons de côte dans cette liste le tellure, qui donne des composés 
haloïdiques colores, semblables à ceux du soufre et du sélénium; ces corps, 
formés avec peu de chaleur, possèdent presque entièrement le pouvoir 
absorbant des atomes colorés qui y figurent. 

Oxydes. — Les combinaisons des métaux avecToxygène, élément inco- 
lore, nous renseignent mieux sur l'aptitude chromogène des éléments mé- 
talliques. La coloration se manifeste pour tous les oxydes des métaux à 
chlorures colorés, et aussi pour ceux d'un certain nombre d'autres qui 
appartiennent aux classes 2, 3, 4? 5, 6, et se trouvent indiqués dans le Ta- 
bleau suivant : 
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CLASSE. 



METAL. 



2 

3 
3 
3 

4 
4 

5 
5 
5 

6 
6 



Cuivre 
Argent, 



Zinc 

Cadmium 
Mercure. 



Indium . . 
Tballium 



Germanium 

Étain 

Plomb 



COULEUR DES OXYDES, DE FORMULE 



M«0. 



Rouge. 
Brun. 

» 

» 

Noir. 

» 
Noir(jaune). 



)» 



MO. 



Antimoine 
Bismuth. . 



)» 



» 



Noir. 

» 

Jaune (<). 
Brun. 
Rouge. 

» 
» 

Brun. 
Noir, vert 
ou rouge. 
Rougeâtre. 

» 
Noir. 



M«0^ 



» 
Noir. 



» 



Jaune . 
Noir. 



1) 



h 



Incolore 
Jaune. 



MO'. 


M»0*. 


M 


M 


M 


W 


» 


U 


U 


t) 


B 


M 


» 


» 





U 


Blanc. 


» 


Jaune, noir. 


U 


Marron. 


» 


u 


Jaune. 


» 


Brun. 



(') A chaud seulement (comme l'oxyde de niobium). A froid, l'oxyde est blanc. 



Ces résultats confirment l'aptitude, déjà reconnue dans Toxygène, à la 
production de corps colorés. La complication moléculaire fonce générale- 
ment la teinte. La litharge PbO est peu colorée en jaune rougeâtre; le 
minium Pb'O* possède une fort belle teinte rouge. 

L'acide chromique CrO' est rouge; l'oxyde chromique Cr^O' est vert 
foncé. 

Cette règle présente pourtant beaucoup d'exceptions : le mercure donne 
un protoxyde HgO rouge, tandis que le sous-oxyde de Hg^O est noir. 
L'oxyde bismutheux est noir, tandis que l'oxyde Bi^O' est jaune, et l'oxyde 
Bi*0* est brun. Il est probable que les sous-oxydes à coloration sombre 
correspondent à une complication moléculaire assez grande. 

La coloration des oxydes, comparée à celle des sels et des chlorures, 
établit, dans le groupe des éléments métalliques, une nouvelle subdivision. 
Le Tableau qui suit comprend toute la série des éléments simples, et 
montre bien avec quelle régularité la coloration se distribue dans les classes 
successives. 
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RANO 

de 

la 

famille. 



1 
2 
3 
4 

5 

6 

7 

8 

9 

iO 

il 

12 

13 

14 

13 

IG 

17 

18 



COMPOSITION 

de 

la famille 

par ordre croissant 

de 
poids atomiques. 



ELEMENTS SANS ECLAT 
MÉTALLIQUE 



ELEMENTS A ÉCLAT MÉTALLIQUE 



II 

Li^Na, Cu, Ag, ..., Au.. . 
Gl,Mg,Zn,Cd, ...,Hg.. 
B, Al, Ga, In, . . ., Tl. . . . 
G, Si, Ge, Sn, . . . , PL . . . 
Az, Ph, As,Sb, . . .,Bi.. . 

0, S, Se, Te 

Fl,CI,Br,I 

K, Rb, Cœ 

C:a,St,Ba 

Se, Yl, La, Di 

Ti,Zr, Ce, ...,Tho 

Va,Nb, ...,Ta 

Cr,Mo, . . .,Tu, Ur 

Mn 

Fe,Ni,Co,(Cu) 

Ru, Rh, Pd.(Ag) 

Os, Ir,Pt, (Au) 



incolores. 



H. 

» 



u 

c. 

Az, Ph. 
0. 

» 

» 

» 
» 

» 



» 
» 



colorés. 


Oxydes 




incolores. 


u 


» 





Li, Na. 


U 


Gl, Mg. 


B. 


Al,Ga 


(C),Si. 


(Si),Ge. 


(Ph). 


As. 


(0),S,Se. 


(Se), Te. 


FI,CI,«r,I. 


» 


1) 


K,Rb,Cœ. 


» 


Ca, St, Ba. 


» 


Se, Yt, La, 


» 


Zr, Tho. 


» 





» 


» 


» 


» 


» 


» 


a 


u 


n 


u 



à sels incolores. 



Oxydes 
colorés. 



Cu', Ag. 
Zn,Cd,IIg. 
In, TI. 
Sn, Pb. 
Sb, Bi. 
• 

B 
» 

» 
» 



u 



à sels colorés. 



» 
v 
» 
1) 



Ti, Ce. 

Va,(Nb), (Ta). 
Cr, Mo, Tu, Ur. 
Mn. 

Fe,Ni,Co,(Cu'). 
Ru,Rh,Pd,(Ag-'), 

Os, Ir, Pi, (Au"'). 



Sulfures métalliques. — La coloration des sulfures métalliques con- 
corde fort bien avec celle des oxydes, mais elle correspond généralement 
à une absorption lumineuse plus intense : un grand nombre d'entre eux 
sont noirs. C'est le cas de tous les sulfures des classes i4, i5, i6, 17, 18, 
où les sels sont, au contraire, brillamment colorés. Le sulfure manganeux 
est une exception à cette règle : il est blanc rosé comme les autres sels (*). 

Les sulfures normaux, issus des métaux alcalins et alcalino-terreux, sont 
incolores comme les oxydes et les sels. Mais les polysulfures sont colorés 
en jaune ou rouge d'autant plus intense que la quantité de soufre ajouté 
est plus grande. Le soufre n'est introduit dans ces composés que par des 
affinités peu énergiques : aussi ses atomes successifs s'y superposent en 
additionnant leur teinte propre. 



(1) Le sulfure nianganiquc MnS< est noir. 
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CONCLUSIONS. 

Quelques règles générales se dégagent de l'ensemble des faits. 

1** Parmi les éléments chimiques, un certain nombre sont colorés ou 
aptes à donner des produits colorés par leur union avec le chlore ou les 
résidus d'oxacides incolores. Cette distinction coïncide avec la classifica- 
tion des corps simples par la loi périodique, les corps à sels colorés se trou- 
vant tous groupés dans plusieurs classes voisines. 

2° Quelques éléments sont non seulement incolores, mais décolorants, 
leur juxtaposition à certains groupes colorés tendant à affaiblir ou même 
à supprimer la teinte : ce sont surtout l'hydrogène, le carbone, le silicium, 
le bore, ainsi que les métaux à oxydes incolores. 

Au contraire, certains éléments incolores, oxygène, azote, contribuent 
d'ordinaire à développer la couleur par leur substitution ou leur addition 
dans des molécules déjà colorées, et peuvent même la développer dans des 
atomes non chromogènes de poids atomiques élevés. 

3° La complication moléculaire est favorable à la coloration. Ainsi que 
Graebe et Liebermann l'avaient observé dès i8G8 (*), les liaisons multiples 
entraînent fréquemment l'aptitude à la couleur. C'est pour cette raison 
que les groupes O-O, Az= Az, sont des chromophores bien nets. La rup- 
ture des liaisons tend toujours à diminuer ou à supprimer la teinte. 

Pour les corps à valences multiples, tels que les métaux des classes i4 
à i8, les valences élevées fournissent habituellement une absorption plus 
énergique de la lumière blanche. 

4** Dans les composés dus à de faibles affinités, la coloration des consti- 
tuants se conserve très bien, plus ou moins modifiée. On en a cité plusieurs 
exemples, notamment les polysulfures, et divers produits organiques d'ad- 
dition bromée ou sulfurée. Nous pouvons y joindre le bromure de diazo- 
benzène, sel incolore, qui, par fixation de i molécule de brome, devient 
un composé instable jaune. Par addition de i molécule d'iode, le sulfate 
neutre de quinine, incolore, fournit l'hérapathite en lames jaunes vcr- 
dâtres. 

Au contraire, les grandes affinités chimiques, manifestées d'ordinaire 

{^) Deutsche chem, Gesell., t. I, p. io6. 
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par un grand dégagement de chaleur, diminuent ou suppriment la colora- 
tion primitive. 

Ces diverses relations nous montrent quels liens étroits existent entre la 
constitution moléculaire des corps et l'absorption qu'ils exercent sur les 
diverses radiations. La connaissance exacte de cette dépendance est un 
problème très complexe, dont la solution paraît encore bien lointaine. Dans 
ce premier travail, que je me propose de poursuivre, j'ai cherché surtout 
à établir certaines conclusions générales, autour desquelles devront se 
grouper des études plus détaillées. 



SUR 



LA CYCLIDE DE DUPIN, 



PAR M. E. COSSERAT, 

AslroDome-Adjoint à l'Observatoire de Toulouse, 
Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences. 



I. — Formules relatives à la cyclide générale de Dupin^ rapportée 

à ses lignes de courbure. 

La cyclide de Dupin doit être comptée parmi les plus remarquables des 
surfaces particulières; nous allons montrer comment on peut aisément con- 
stituer, à l'égard de cette surface, un Tableau de formules analogue à celui 
que Ton trouve pour Tellipsoïde au Tome II (p. 879 et suiv.) des Leçons de 
M. Darboux. 

On sait (*) que l'on obtient la même cyclide générale de Dupin, soit en 
cherchant l'enveloppe de la sphère 

où x'^y sont des fonctions de u^ définies par les équations 

soit en cherchant l'enveloppe de la sphère 

OÙ x", z" sont des fonctions de p, , définies par les équations 

x'^ z"^ , s/ a} — 6» , 

a' — o' o' a ' 



(') Darboux, Leçons sur ta théorie générale des surfaces, t. II, p. 268. 

Fac, de T. ^ VI. F. l 
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Cette proposition de Dupin permet de trouver simplement les expres- 
sions des coordonnées rectangulaires d'un point de la surface en fonction 
des paramètres w, et c,. Il en résulte, en effet, que les coordonnées d'un 
])oint de la surface satisfont aux quatre équations compatibles 

.r'-f-y*H- 5* — ix^ X — '^y^ y h- 6* h- A* — ikux'=^ o, 

a ( b^ x' \ , 

^/a^^b^K a^-b^y^J 

-r'-h Y^-h w* — 2X''X — 1Z* Z — 6* H- k*" — 2XT|= o. 



a^ -b^ ( b' x' \ , 



(jue Ton résout immédiatement en remarquant que l'on obtient une équa- 
tion linéaire en retranchant la première et la troisième équation. 
Posons 



Il vient 



1 1 

U i' 



^1 _AY7»«-+-A-(rt»— ^?>)(' 

X '=r- 



(') w= 



a\ja}' 


b^(u ç) 


V"'" 


(I — Xrw)« 


u ■ 


7 
— i' 


V- 





W — i' 



La surface est rapportée à ses lignes de courbure, en vertu de la signifi- 
cation géométrique des paramètres u ci ^; cela résultera aussi, d'ailleurs, 
de ce qui va suivre. 

Remarquons qu'il serait bien facile de transformer les expressions de a?, 
y y z sans changer les courbes coordonnées, de façon à obtenir des fonctions 
rationnelles des nouveaux paramètres et à mettre ainsi en évidence la repré- 
sentation de la surface sur le plan. 

Appliquons maintenant les considérations développées par M. Darboux 
(Lrçofis, t. 11, ]). i-^G et suiv.) au calcul des fonctions qui interviennent 
dans les formules de Codazzi. 
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On trouve, pour définir le carré de l'élément linéaire, 



ds^ = E du^ -h G dv\ 



les formules 



E:= .,.. ' ., , G = 



[U(//-i>).r 



[V(e/-iOP 



en posant 



U= ^^ , \ = j^ 



Calculons les quantités D, D', D" définies par l'identité 



Ddu^ 



Il vient 



D = 





dx dx 


• 


du dv 


idi^-^D'di^^ — 


ày ày 
du dv 




ôz âz 
du dv 


V 


D'=:c 


v^\(u vy' 



ou^ 



â^x 

2 r- du dv 



-T^ -é- ^r4^w*4-2 



du^ 

âTz 
âu^ 



du' 



D' = 



du ôv 

d\Y 
du dv 

d^z 
du dv 

u 



du dv ■+- 



du dv 



d^x 
ds^^ 

d'y 
di>' 

dv^ 



UV»{w — (•)* 



Si Ton suppose que les axes des x et des y du tricdre (T) coïncident 
avec les tangentes aux lignes coordonnées (^) et (w), on trouve ensuite 



(2) 



Ç=V^E, 



r) =o, 



/> =0, 






^1 = 



u 



\i^u-vy 



<i—'- 






V 



^t=zo, 



/i = — 



U 



V(a — r) 



Les formules (i) et (2) contiennent tous les éléments nécessaires pour 
l'étude complète de la surface. 
L'équation des asymptotiques sera 



du^_ df_^ 
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c'est-à-dire 



Les rayons de courbure principaux auront pour valeurs 

Sur chaque ligne de courbure, le rayon principal correspondant reste 
constant. 

II. — Application des formules précédentes. 

M. O. Bonnet a démontré, comme application des formules de Go- 
dazzi (*), que si une surface est telle que sur chaque ligne de courbure le 
rayon principal correspondant à cette ligne soit constant, la surface est une 
cyclide de Dupin. Les formules précédentes permettent d'arriver directe- 
ment à ce résultat. 

Remarquons, avec M. Bonnet, que les lignes («) et {v) étant les lignes 
de courbure d'une surface, les axes des x et des ^ du trièdre (T) coïncidant 
avec les tangentes aux lignes coordonnées et l'élément linéaire étant pris 
sous la forme 

les relations 

permettent de substituer R, R' à y et à /?, dans les équations de Codazzi. 
On obtient ainsi le système 



\\ __ / _i_ _^ i_\ ^logA 



(3) <à^, ,. .x^i^.C 



}u "" \\{' \{) du 



à 
'. âv\i: ôv)'^ du\S. duj^ KR' 



(') O. Bonnet, Addition au Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une 
surface donnée {Journal de VÉcole Polytechnique, XLII® CaliitM*, p. r;io). 
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qui contient toutes les relations existant entre les rayons de courbure prin- 
cipaux et Télément linéaire de la surface. 

Ceci posé, dans le cas actuel, nous pouvons choisir les paramètres u et r, 
de façon que Ton ait 

V u 

Portons ces valeurs dans les deux premières équations (3), il vient 

d\o^k _ I 
di^ u — V 

d\o^C i__, 

du ~ w — i'' 

donc, si Ton désigne par U une fonction de u et par V une fonction de r, 
on a 



\{U—ç) 



11 reste à voir si Ton peut déterminer les fonctions U et V de façon que 
la troisième des équations (3) soit vérifiée, c'est-à-dire de façon que Ton 
ait Tidentilé 

Or, si Ton diflerentie deux fois par rapport à w, on trouve 

En diiTérentiant deux fois par rapport à ^, on trouve de même 

Il en résulte que U^ et V^ ne peuvent être que deux trinômes du second 
degré en « et p 

U* = /m* -\-2mu -f- /i, 
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Si Ton substitue ces expressions dans l'identité, on trouve 

donc, en désignant par a, bj k trois nouvelles constantes, en général, U 
et V* ont les expressions suivantes 



\:^— 



V«n= 






La surface cherchée est, par suite, constituée, ainsi qu'on le voit immé- 
diatement, par Tune des diflérentes formes de la cyclide de Dupin. 

III. — Surface moyenne et développée moyenne 

de la cyclide de Dupin. 

Considérons la surface moyenne (M) d'une cyclide de Dupin (D), c'est- 
à-dire la surface formée par le lieu du milieu M du segment limité par les 
centres de courbure principaux de (D). C'est une surface du quatrième 
ordre ayant une conique double et quatre points doubles, ces derniers à 
l'inGni. 

Les normales de la cyclide de Dupin rencontrent deux coniques focales 
l'une de l'autre; il en résulte qu'il existe sur (M) un système conjugué 
formé de coniques dont les plans sont respectivement parallèles à deux 
plans fixes rectangulaires. 

(Je système conjugué est la trace sur (M) des développables de la con- 
gruence formée par les normales de (D); la surface (M) correspond donc 
par orthogonalité des éléments à une surface minima telle que l'image sphé- 
rique de ses asymptotiques coïncide avec l'image sphérique des lignes de 
courbure de (D). La surface adjointe de celte surface minima aura même 
représentation sphérique de ses lignes de courbure que(D) et sera, par con- 
séquent, une surface minima alignes de courbure planes de M. O. Bonnet. 
Donc : 

La surface moyenne de la cyclide de Dupin correspond par orlho- 
ffonalilc des éléments à la surface adjointe d'une surface minima à 
lignes de courbure planes de M. O. Bonnet* 
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Considérons maintenant la développée moyenne de la cyclide de 
Dupin (D), c'est-à-dire la surface enveloppe du plan mené perpendiculai- 
rement à chaque normale de (D) au point qui est à égale distance des 
centres de courbure principaux relatifs à la normale considérée. Les nor- 
males de (D) rencontrant deux courbes, il en résulte qu'aux lignes de 
courbure de la cyclide de Dupin correspondent sur sa développée moyenne 
des courbes formant un système conjugué; d'ailleurs, ce système conjugué 
est formé des lignes de courbure, puisque la correspondance entre les deux 
surfaces est établie par plans tangents parallèles; on peut donc énoncer le 
théorème suivant, dû à M. Ilibaucour : 

La cyclide de Dupin et sa déi'cloppéc moyenne ont même représen- 
tation sphérique de leurs lignes de courbure. 

Il résulte de ce théorème la proposition suivante : 

IxL développée moyenne de la cyclide de Dupin est une surface dont 
toutes les lignes de courbure sont planes. 



■*" T'^'îâm^ 



SUR LA 

COMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES 

ET SES APPLICATIONS AUX GROUPES FUCHSIENS, 

PAR M. X. STOUFF, 

Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Montpellier. 



I. 

Soit la forme quadratique quaternaire 

(i) ^{x, y, Sy u) = A(x^ -i- u^)-h A'y^ -^ A' s^ -\-iBf -h Cz)(x ^ u) -hî)x u -^Efz, 

avec les relations 

(3) ^, = ^^'^__^, A(D-^E)=BC; 

je considère les équations 

x, = X[—{A-\-D)x-^Cz — Au] 

-f-Y[B;r-f-A'j-f-(E — A)5 — B£i]4-Z(A74-A''c)-i-U(— Ax — C54.AW), 

Kt = X[-(A4-D)y-hA^^] 

4-\[— Ao- — C3-(A-f-D)//] -f.Z(-AV4-C7H-A''w)-+-U(— A7— A"^), 

^ ^ ^,z=:X(-A'y-A:;) 

4-Y(A'^— B5-A'w)4-Z[-(A-hD)^4-B7~Aw]-i-U[A>— (A4-1)):;], 

Wi = X(Aur -H Bj— A m) 

4-Y(A'/-t-A5)-i-Z[Ca:-i-(E-A)/-i-A'';;-C«]4-U[— Ajc — B7-(Ah-I))w]; 

nous dirons que le système ic,, y,, z^^ w, résulte de la composition du sys- 



(') Cette forme quadratique a été obtenue en remplaçant dans la forme (16) {voir plus 
loin) les coefficients numériques par des lettres et en attribuant à ces lettres les propriétés 
évidentes de ces coefficients. 

Comparer deu\ Notes de M. Biancbi : Sopra una classe di gruppi fuchsianl reducihili 
a gruppi modulari et Sui gruppi di sostituzioni lineari e suUe forme quadratiche di 
Dirichlet e di II ermite (Rendiconfi délia Accademia dei Lincei, 1890, 1891), et le Mé- 
moire fondamental de M, Picard : Annales de l'École Normale^ 3* série, t. f. 

Fac. de T. — VI. G. I 
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terne X, Y, Z, U avec le système x, y, z, w, et nous écrirons 

(^„ /„ 5i, "i) = (X, Y. Z, U) {X, /, z, u)' 
Désignons par 

'^n> ^'12» ^is» '^u» 
Aj|, Ajj, /.j8> '^i*> 

^^31» ^31» ^»3> Aj^, 
^41» ^45, A4J, A44 

les coefficients de X, Y, Z, U dans les équations (3). On peut se proposer 
d'ordonner les équations (3) par rapport à x, y, 5, w, et 1 on a 
sultat suivant : 

.r| = Ajj^ -H A4,j-f- A43S — A41//» 
Vi = Aj;ar -h A,t j — Al, s -h A,i M, 

(4) ; 

5i =: As4:F — A3,/ -f- A44S -h AsiW, 

w, =z A14J7 -+- A,,j H- A135 -v- A|, w. 

Ici chacun des coefficients A n'est autre que le coefficient désigne p 
demment par la lettre minuscule correspondante où l'on a remplace , j " 
z^ u respectivement parX, Y, Z, U. 

On peut aussi se proposer de résoudre les équations (3) par rapport a ^ 
Y, Z, U. Pour les résoudre par rapport à X, par exemple, je les ajoi 
après les avoir multipliées respectivement par — X^a, ^121 ^«3' ** ^' ' .. 
opérant d'une manière analogue pour trouver les valeurs de Y, /*? " 
vient 

2 __ Xsi«2:'iH- X3î.Xi — X44-3, H- X84«, 
(->J)_2A)q>(.'r, y, 5, «) ' 

¥T A4I J?! -h A4tyj -H X 43 g| >,3j^ Hj 

- (_i)_2A)a>(jf7Tri7^r' 

On vérifie aisément que 

Nous dirons que les deux systèmes 

(— w» 7, -, — ^), (^, y» 5, «) 
sont inverses l'un de l'autre. 
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.-, //) — o 



o : 

HT parfait. Pour 

! I s des racines de 

> de Tunité. Ainsi, 

, lorsque les coefli- 



(léiîni dans un travail 



! (le la forme 



PA=3Pi, 



unité. De plus, la substitu- 
i changeant dans Sy j eny-, 

soient identiques. 

.i\ail en question et en expri- 
/ esterai à l'unité, on trouve, 



\aleurs entières de «i, p,, y,, S^; 

les racines (inéquations binômes (An - 
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On vérifie aisément les relations 



(lO) 



f^ii -+- Fî* = Fat -H Fs* = O' 

Fii4-fXu = F*i-^Fu= — (l^-+-2A)^(x, y, 5, a); 



il en résulte 

(II) X'-+-U'z=:— (DH-2A)(X4-U)^(x, V, 5, U), 

II. 

^ ous appellerons système unité un système ar, y, ^, w tel que les valeurs 
de x^j y^j z,, W| fournies par les équations (3) soient proportionnelles à 
celles de X, Y, Z, U, quels que soient X, Y, Z, U. Pour cela, il faut, entre 
autres conditions, que Ton ait 

— Ay — A's =io, 

— A' y — Az=: Of 
A'y-(A-\-l))z = o, 

et en ajoutant membres à membres la première et la seconde de ces équa- 
tions, puis la troisième et la quatrième, on trouve que y ciz doivent être 
nuls. On voit ensuite facilement que z doit être égal à u. 

Un système est nommé périodique quand une de ses puissances sera le 
système unité. En effet, les puissances successives d'un pareil système re- 
produisent périodiquement les mêmes systèmes. Dire qu'un syslème est 
périodique, cela revient à dire que les équations (3) représentent une sub- 
stitution linéaire périodique des variables X, Y, Z, U aux variables .r,,^,. 



I , // , . 



On sait que l'étude de la périodicité d'une substitution linéaire d'un 
nombre quelconque de variables a lieu au moyen de Téquation détermi- 
nante qui est ici 

: '«11 — -^ ^«u ^^13 ^'H 

( r 2 ) nr o. 

/3J /3J /33 9 Aj^ 

i ^'41 ^'41 ^'43 ^'14 ^ i 
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En développant ce déterminant, il vient 

6>*-^26«(a:-hM)(DH-2A) 

[(D -h iKy{x 4- w)2 4- 2(D 4- 2 A) 0(0?, y, z, w)]5» 

2(?(D 4- 2A)*^(j:, j, 5, w)(^4- «) 4- (D 4- 2A)*0*(jf, v, 5, //) = o 



ou 

(i3) [9«4-(j:4-m)(D4-2A)9 4-0(^,/, ^, w)(D4-2A)]*=:o: 

ainsi le premier membre de Téquation déterminante est carré parfait. Pour 
qu'un système soit périodique, il faudra que les rapports des racines de 
l'équation précédente pour ce système soient des racines de l'unité. Ainsi, 
un système ne peut présenter que les périodes 2, 3, /|, 6, lorsque les coefli- 
cients de la forme (i) sont rationnels. 

m. 

Voici une application. Je considère le groupe G<3 défini dans un travail 
antérieur (* ), dont une substitution quelconque est de la forme 

6 « 

OU le déterminant des coefficients est égal à l'unité. De plus, la substitu- 
tion Sy est telle que la substitution, obtenue en changeant dans Sy y eny-, 

et la transformée de Sy par V = Iz^ _Z^ ^ ^ ) soient identiques. 

En utilisant les formules données dans le travail en question et en expri- 
mant que le déterminant des coefficients de Sy est égal à l'unité, on trouve, 
pour une substitution impaire, 

on ne peut vérifier cette équation par des valeurs entières de a^, p<, Y^, o,; 



(') Sur certains groupes fuchsiens formés avec les racines d'équations binômes (An 
nales de la Faculté de Toulouse, 1891). 
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donc 76* groupe G^^ ne contient pas de substitutions impaires. Pour une 
substitution paire, on trouve, au contraire, la condition 

^'^^ / 4-i69a,5,-i764;3;«4-465(3;y,-756|3;ô,-36yÎ4-io8y,ô,-84a;r:ri, 

qui, en ordonnant autrement les termes et en remplaçant 3^'^ par p<, de- 
vient 

( _84(aî^ô^î)-,96;3î-36yî 

\ -f-(252|3i — io8y,)(a, — Oi)-+- 169 a, •5,4- i55^,y,m i. 

Le premier membre de cette dernière équation est précisément de la 
forme de la fonction 0(a7, y^ z, u) avec la relation D -\- 2 A = i. 

Désignons par S et S deux substitutions quelconques deGig, les nombres 

A,, \i\j r,. Ai relatifs au produit SS sont donnés par les formules sui- 
vantes : 

A, ^ a,(- 85Ï;- 108^-+- 845;) -^ (3; (756^- 1764?; 4- 7'7yT - 756ôT) 

4- •/,(- 252^- 36-7;)4- ô,(845;-Mo8^7;- 845; ), 

b; - a, (- 85 p;— 12^;) 4- (3; (84^; 4- 108-7;— 855;) 

y,(i25;-io8py— 125;)4- 0,(84^4- 125;), 



r, =5c,(588|3;4-84y,)-h (3; (- 588a,- 756y,4- 588^,) 

4- 7,(- 85^4- 756^4- 845;)4- o^(- 588^- 8.5^;), 

A, ^ a,(- 84^-^7^^^-^ 845;)4- ^\ (- 1764?!- 252^;) 

4-yi(-io85;4-7i7^-367;4-fo85;)4-a,(84â,-756^-85ô;). 

Si Ton fait la substitution 

•^»-lî' '^'"T' "'-T' 

ces équations prennent la forme (3). 

La recherche de solutions de Téqualion (1:)) en nombres entiers parait 
d'abord assez difficile. On en forme aisément par la méthode suivante. 
Donnons-nous l'invariant I de la substitution, qui est égal à a, h- 0,. Po- 
sons 

? — ~ .^'i» <7--"/i-+-7;^i- 
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En résolvant Téquation (i 5) par rapport à a,, après y avoir remplacé o, 
par I — a,, on trouve 



, Q. _ —3o24p — 216^4-337] =bv/756(7p'-t-pg — i'ag') 4-337(l*— 4) 

074 

Dans le cas où I est pair, on peut simplifier un peu cette formule. En po- 
sant I =r 2!', il vient 



, , — iSiap — io8(7 4-337rihv/39(7p*-f-p<T — i2(7«)-f-337(r«— I) 
(19) (X^— ^ i -—^-^ — -^ - 

La forme 7p^-f- p^ — i2a^, qui parait jouer un rôle fondamental dans la 
théorie du groupe, a pour déterminant 337. Cette circonstance suffit à 
indiquer la nature très complexe du groupe 0,3. 

Pour que les formules (18) et (19) fournissent pour a< des valeurs accep- 
tables, il faut que les valeurs numériques des quantités placées sous les 
radicaux soient carrés parfaits. Par suite, le groupe n'admet aucune substi- 
tution dont l'invariant soit divisible par 3. En effet, si I était congru à zéro, 
mod3, la quantité placée sous le radical dans la formule (18) serait con- 
grue à — I, mod3, et non reste quadratique de 3. Distinguons maintenant 
deux cas : . - 

I est impair; 337 (P— 4) doit être reste quadratique par rapport au 
module i5G. 

r doit être congru à o, it i , ±9, =t 1 1 , mod 26, sous réserve de n'être 
pas divisible par 3. 

r est pair. 337(1'^ — i) doit être reste quadratique mod 39. T doit être 
congru à o, ±1, ±2, ±G, mod i3, sous la même réserve. 

La valeur de I ou de T une fois choisie, on aura à résoudre en nombres 
entiers l'une des deux équations 

i56i/ 4- 337(P— 4) = «'', 391/ 4- 337(r«— i) = r«, 

par rapport à w et à p. Il faudra ensuite chercher à représenter le nombre // 
par la forme 7p^ 4- pa — i2(t^. 

Quand dans les équations (18) ou (19) on a trouvé des valeurs de p, œ, I 
ou r qui rendent les quantités placées sous les radicaux des carrés parfaits, 
ces mêmes valeurs rendent toujours entière l'une des deux valeurs de a,, 
et, par conséquent, fournissent une substitution du groupe de G^3. En effet. 



G.8 
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le produit des deux valeurs de a^ est "^^^ ■; donc 1 un ( ^ 
leurs dans (i8) doit être divisible par 337, qui est premier; M" 
ou impair, les deux numérateurs sont toujours pairs, i^^ 
valeurs fournies par la formule (i8) est non seulement ra 
entière. 

Ce procède, en décomposant la difficulté, rend le probH'^'" 
permet de rechercher méthodiquement les plus simples ^i- 
groupe. Remarquons que, une substitution une fois obtenu» 
duire immédiatement cinq autres en la transformant pj^^' ^' 

la substitution]^- Voici les résultats (*). Les quatre noinl " 
chaque parenthèse indiquent les valeurs des coefficients a, . 

I=:i (période 3). 

(—4, — >, 7' 3)=2rf ' 

(-82,-19,127,88), (-88,-19,145,89), (-11S, 
(— 142, — 3i, 223, i43), (— i36, — 3i, 2o5, 187), (— n»'*»- 



(-83, 

(~i49» ■ 
(-89, 

(-143, 



1 = 2 (paraboliques). 

— 19, i32, 85), (—98, —21, i63, 100), (—1)1, 
-33, 282, i5i), (— 134, — 3i, 20I, i36), ( i«' 

— 21, i36, 91), (—86, —19, i4i, 88), (—11 ', 

— 3i, 228, i45), (— 146, — 38, 223, i48) (- m 



(-ii5, 
( — 2o5, 



26, 187, 119), 
46, 817, 209), 



1 = 4 (hyperboliques). 

(—145, — 3i, 242, 149), 
(—175, — 4i, 262, 179), 



(- 



I = ii (hyperboliques). 

(—35,-9,65,46), (—47»— II» 87, 58), (—(>'>, 
(-71, —17, 117,82), (—59, — i5, 95, 70), ( - ;i, 

I = i3 (hyperboliques). 

(—397,-89,649,410), (— 5n, — 109, «51.' 



(') Les substitutions placées sur la même ligne horizonialo '^ 
écrites, les transformées de la première de cette ligne par Ic-^ \ 



on' 



1 I 
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I =: i4 (hyperboliques). 

(_ 35, _ ,0, 62, 49)» (- 29, - 8, 58, 43), (- 4i, - ïo, 80, 55), 
(— 59, — i4, 106, 78), (— 65, — 16, 1 10, 79), (— 53, — 14, 88, 67). 

1^17 (hyperboliques). 

(—65, —17, ii3, 82), (—71, —17, i3i, 88), (—101, —9.3, 179, 118), 

(— 125, — 29, 209, 142), (— r 19, — 29, 191, i36), (— 89, — 23, 143, 106), 

(_ i52, _ 37, 247, 169), (- i64, - 37, 283, 181), (- 224, - 49» 379, 241), 

(— 272, — 61, 439, 289), (— 260, — 6r, 4o3, 277), (— 200, — 49» 307, 217), 

I = 22 (liyperboliques). 

(— io3, — 26, 178, 125), (— 121, — 28, 218, i43), ( - 169, — 38, 292, 191), 

(— 199, — 46, 326, 221), (— 181, — 44» 286, 2o3), (— i33, — 34, 212, i55), 

(—109, — 26, 196, i3i), (— i5i, — 34, 266, 173), (— 193, — 44» 322, 2i5), 

(— 193, — 46, 3o8, 2i5), (— i5i, — 3«, 238, 178), (- - 109, — 28, 182, i3i), 

(— 124/— 3i, 209, i46), (—139, — 32, 247, 161), (— 193, — 43, 332, 2i5), 

(— 232, — 53, 379, 254), (— 217, — 52, 341, 239), ( - 154, — 4i, 256, 176), 

(— i33, — 3i, 236, i55), (— i84, - 4'» 3i9, 206), (— 229, — 52, 377, 25 1), 

(—223, —53, 352, 245), (— 172, —43, 269, 194), (—125, —32, 211, i49)- 

I =z 25 (hyperboliques). 

( — 10, — 5, 33, 35), (2, — 3, II, 23), (20, i, -- iTi, 5), 
(26, 3, — 19, — i), (i4, I, 3, II), (—4» —3, 29, 29), 
(- 89, —17, 123, ii4), (—112, —29, i83, 137), 

I = 26 (hyperboliques). 
(—101,-26,170,127), .... 

On trouve les relations 

(5, I, 7, —4) — (—35, —10, 62, 49)^—35, - 9, 65, 46) 

=:(— 35, - 9, 65, 46) (— 4«» — 10, 80, 55), 
(- 35, - 9, 65, 46) (- 88, - - 19, i45, 89) = (- •>(), - 8, 58, 43). 

Le groupe G^ est contenu dans six autres grou[)cs. Kn oflel, considé- 
rons les solutions en nombres entiers de Téqualion (iG), pour lesquelles ^, 
ifest pas divisible par 3. ^', est alors fractionnaire. Rien n'cmpccbo cepen- 
dant de construire avec ces nombres une substitution Sy ( ' ). On trouve que 
Ya» Y«' Y*' Ï5' Y« ^^^^ fractionnaires. 



( ') D*aprcs les formules de la page 9 du Mémoire déjà cité. 
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Les formules de composition (17) montrent d'ailleurs aisément que les 
coefficients A,, B,, F,, A| obtenus en composant deux de ces systèmes sont 
entiers. Donc l'ensemble des solutions en nombres entiers de l'équation (16) 
définit un groupe de substitutions Sy que nous appellerons G^, et qui con- 
tient 0,3. En transformant ce groupe par la substitution V et par ses puis- 
sances, on obtient cinq autres groupes distincts entre eux et du premier G*,, 
G" G'*' 

On peut former les substitutions de G', 3 par un procédé analogue à celui 
(jui a servi à former les substitutions de G<,. Posons dans la relation (16) 

et résolvons par rapport à a,, il vient 



— 3 37I— 9576P - 936(7 ±:v/337(P~4)-^5a(l4p'—l5fi(^—2<^') 

Lorsque I est pair, posons encore 1 = 21'; la formule devient alors 



, ^ 337!'— 4788P — /J68(Tihv/337(r*— i)-m3(i4o*— i5p(T — îiaM 

Tout revient à obtenir des valeurs de I, T, p, a rendant les radicaux (20) 
ou (21) rationnels. On trouve que les seules valeurs de I qui puissent con- 
venir à des substitutions du groupe sont celles congrues à o, 1, 2, 4? 9? < I7 
12, mod i3. 

On pourrait obtenir, pour le calcul des substitutions du groupe, des for- 
mules plus curieuses, mais moins commodes que les formules (20) et (21). 
Posons, dans la relation (16), 

Pi = 271 p — 336(7, 

y , =: — 567 p -•- 703 (7, 

on aura 



«1 



_ 33 7I -h25 9o56p — 291816 (7 i t:v/337(l' — 4)— 52(7p«-f - pc7 — i-^a-] 

'" 337 



où figure la forme qui entrait déjà dans l'équation (18), mais avec un signe 
contraire. D'ailleurs cette forme 7p^-h p^ — i2a^ et son égale et de signe 
contraire — 7p^ — p<n- i2(j^sont de la même classe, comme on le reconnaît 
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en développant leurs racines en fractions continues. On pourrait donc ob- 
tenir une formule analogue à la formule (18) et où la forme 7 p^ -h pa — i2a^ 
serait affectée du signe -4-, mais les coefficients de cette formule sont extrê- 
mement compliqués. 

Voici les valeurs de a,, P',, y,, S^ pour quelques substitutions du 
groupe g;,: 

(—10, — ], i5, 10), (— i5, — \^ 23, i5), (—11, — î, 18, II), 

(-35, ^V. 53, 36), (39,-^,59,40, 

(- 44, - V. 67, 46), (-79, ~ Y. "8, 81), 

(— 5, — I, 10, 9), (— 76, — V, ï i5, 80). 

Citons encore un exemple de la forme ^{x^ y^ z^ u). Il s'obtient en 
adoptant pour j une racine i5*^™* primitive de Tunilé et en considérant le 
groupe G, 5 des substitutions S : 

où les coefficients sont des nombres complexes de la forme . 

aj=^aHj^ (/i=i, 2, 4, 8), 

et où le chAgement dey en y* dans S réalise la transformation de S par la 

substitution de période 4 ('^1 z )• On trouve que les ^^ doivent être 

pairs. Soit ^,^= 2^^. 

Le déterminant d'une substitution paire est 

--7aî-M4«iP; — l4«tyl^-I5a,al-I4|3;*-2p;y,-I4P',5l-'4yî-M4yl<îl-7'î^ 
En remplaçant ^\ par —, on trouve précisément une forme $. 
Le déterminant d'une substitution impaire est 

— 5aî H- ioa,P',— - loa, y, — i5a,5j — 10 (3|*— lo^', y, — lo^j (î, — ioyî-+- loy, ^, — 5$\; 

il n'existe donc, comme dans le cas du nombre i3, pas de substitution im- 
paire à déterminant i (*). 

(•) Comparer le travail de M. Fricke : Ueber eine besondere Classe discontinuirlicher 
Grûppen reeller linearer Substitutionen (Mathematische Annalen, 1891), où l'isomor- 



• • 



• • 



• ■ 



> 
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• 



• 
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IV. 



Nous allons maintenant rechercher si, à chaque système x, y, z, w, on 

peut faire correspondre une substitution d'un groupe fuchsien, ^ Z . 3 ^ P***' 
les formules 

(A) 

où les r^ sont seize nombres fixes; dételle sorte qu'au système a?|,j^,, :;,, //,, 
composé de a;, y, 5, u et de X, Y, Z, U, corresponde la substitution 



> -^— N 



73 4-0 

nous aurons ainsi les équations 

=1 (r^iiX 4-rî„Y -hri„Z4-r,uU)(rîi,x-hrî|,jH-rî„c -rrî,ii/) 
-^ (fin X -t- Tiji Y H- yîmZ -+- rî« U) ( Y)„ X -T- r,3j V -^ t^js - -+- ^^in w ). 



• • • • 



qui, si Ton y remplace x^^yt^z^j u^ par leurs valeurs (A) doiveut se réduire 
à des identités. On obtient ainsi soixante-quatre relations entre les y]. Elles 
se partagent en quatre groupes. J'écris seulement les équations du pre- 
mier groupe : 

fi\i -i-injir)„ = — (A4-D)rî,,-h Arin, 

^iiTnij-Mrîj,rij, = — (A -f-D)ri,5 — A'yî,,-f- Brju» 
T^iiriijH- Yî,iria,z=i Cy),, -h A'y),j— Ayî,,, 
^Mi^^iu-T- T0ji^i3* = — Ayîii — Arîii, 

TQiiTQiî-f-Tn2îrî3, = Brîii — Ar^ii-t- A'yîij, 

T^î, H-rîjîY)3j— A'Yîn-+- A'yîh, 
< 
Tnijr,,3-:-yî5jr„j — (E — A)ri,, — Cr,!,— Brî,j-f- Ar.^, 

T0iîOii-hri2jYÎ3. nz— By),, — (A -r J))ri,î— A'yîis; 



phisme de certains groupes avec ciix-inùmcs est réalisé par une substitution de période 4. 
Ce travail porte la date du 7 janvier 1891 et, par conséquent, est un peu antérieur au tra- 
vail de l'auteur Sur certains groupes fuchsicns formes avec les racines adéquations bi- 
nômes {Annales de Toulouse), 
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TQiiTntj-Hrîijtî„ = — A'rîi, — (A-f-D)yîi3 4-CY)u, 
Tnijrîia-MrîiaYïj, — Ayî,,-+- Cyî,s-+- Byîi3-h(E — A)rîn, 
flU -+■ Tnjjrïjs— A^Yî,, -h A"y)u, 
T^isT^iv^- ^mT034= A'yî,2— Arî,,— Cyîu, 

Tniirï|4 4-yî,4Y33,=:r— AtTîh — Ay),4> 

TQiiTniv-+-T024Tn3i — — AyîijH- A'riia— -Byîh, 
TOÎv -f-rîuTn34= AY)n — (Ah-D)y3u- 

En éliminant Y], I, yjja, 7)33, y],» entre les quatre premières et les (|ualre 
dernières équations, il vient 

TQii _ Tnî|4-(A-HD)Y3n — Ayjh _ TQiiTQn-t-(A -f- D)y3h4- A'yjis— Arn4 
TOj; ^ 'nitTOu-+- AYîii-t- Ayîjv - r),,yî,v-+- Ayî,, — A'yî,3-h Byî,4 

~ TQijTni4-f-(]rjn4- A''Yîi,4-(A-h D)yî,3 ~" r^J^-- Ayîi, -h(A -+-I))rin' 

ol, en ajoutant termes à termes les deux rapports extrêmes, 

— ^H(y)ii-i-r iu-^T) ■+- ^J 

proportionnels : donc 

YJii-htîjvirr— I) — 2A Cl rin-hfir.^o; 

ces équations deviennent alors des idenlilés. On trouve facilement 

T0j|H-tj,4=o, ri;i-^- yjvv" — B — aA. 

En éliminant y),,, yijj? 1^33? ^3» entre les quatre premières équations el les 
quatre suivantes, il vient 



riiypothèse -ii = -1! est inadmissible, car elle conduirait à poser tous les -/j 



- — — • • • • 



T^^M OiiY],,— Btîn-h Ayîij — A'yî|3 r^îj — A'rjii — A'r.i; 

L'égalité du second et du troisième rapport fournit une relation entre r^,,, 
^M2> ^i3> ^117 rendons cette relation homogène à l'aide de Tégalilé 
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homogènes par rapport aux cif^jj^ il faut, ou bien que Ton ait 
ou bien que tous les dcterminanls de la matrice 

où y est fixe, où /prend les valeurs i, 2, 3, 4 et // les mêmes valeurs, moins 
la valeur y, soient nuls. Cette dernière hypothèse paraît la plus importante, 
car elle se présente dans les formules (3). 
On obtient encore aisément les relations 

» 

(1=11, 2, 3, 4); 

chacune de ces équations ne contient que neuf termes, parce que les multi- 
plicateurs de a^jA', cihijt ^hki sont nuls respectivement pour h=^ l^k^ j\ 

Gherdions la condition pour qu'il existe un système unité (Ç), c'est-à-dir<^ 
pour qu(î les nombres du système (x^) soient proportionnels à ceux du 
système (x), quel que soit (x). On devra avoir 

(33) ^a,jfyl;,= o (7 7^0» 

et 



(34) 2«//7,i/i=S, 



h = i 



S désignant un certain nombre, le même pour les quatre valeurs /~ i, 2, 
3, 4- Les conditions d'existence des nombres ^>i et S s'expriment par la nul- 
lité d'un certain nombre de déterminants qui s'écrivent sans difficulté. 

Quelles sont les conditions pour qu'à chaque système correspondent les 
substitutions d'un groupe de substitutions linéaires, de telle sorte qu'au 
système formé en composant (x) avec (X') corresponde la substitution ob- 
teime en multipliant la substitution correspondant au premier système par 
la substitution correspondant au second. C'est une généralisation du pro- 
blème du § IV ? En définissant les nombres y] comme dans ce paragraphe. 



SDR LA COMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES. G. 1 5 

et, en portant dans (22) les valeurs de X^ fournies par les équations (25 ) 

(26) X/=i ^ JTyX^XÎ^ dijhClhkl' 

i,kJ-\ A = l 

Soit (ar") le produit symbolique (a;) (x') ; on a 

\ V 

(27) ^m'=^^J^aMjk^A- 

/ = l * = I 

D'ailleurs on doit avoir 
et, par suite, 

m = l /-l 

et, en éliminant les x"^ entre les équations (27) et (28), on obtient 

(29) ^'~ ^ •'^y^iX;j^^fl',„yAr7|„i/. 

/', *. / ^ I m = 1 

On doit donc avoir, pour tous les. systèmes de valeurs dey, //, /r, /, 



(30) 2^ ajjh (ihkl "— ^ <^mjk ctj 



m/" 



A = l m = | 



Ces équations sont au nombre de deux cent cinquante-six, mais elles ne soni 
évidemment pas toutes distinctes, car, d'après ce qui précède, nous en possé- 
dons des solutions contenant des constantes arbitraires. Sans les discuter 
complètement, on peut en déduire quelques conséquences intéressantes. 
Si dans l'équation (3o) on donne à y, /r, / la même valeur, il vient 

k 
1 3 1 ) 2^ ^Ni ( ^iJh — «I Ay ) - - <>• 

Dans (3 1) donnons à i les valeurs i, 2, 3, 4- Nous obtenons quatre équa- 
tions dans lesquelles les coefficients de ajjj sont nuls, ces équations étanl 
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systèmes inverses Tun de Tautre, en exprimant que le produit des deux 
substitutions correspondantes est égal à i , on obtient une relation du second 
degré entre les y;, qui n'est évideniïment pas identique (*). 



NOTE RELATIVE A CERTAINES SUBSTITUTIONS COMPLEXES. 



Dans un travail antérieur, j'ai mentionné, mais sans donner de méthode? 
générale pour les former, des substitutions complexes V formées avec une 
racine p^^'^^ de l'unité, telles que 

(■) vyp...yp'^' 



= I. 



On peut employer les procédés suivants, que je me bornerai à explicfuer 
sur des exemples. Soit p = ^, Les racines primitives troisièmes de l'unité 
vérifient l'équation 

considérons la substitution de :; à :;' définie par la relation 

dans chacune des deux fractions, le dénominateur ne diffère du numé- 
rateur que par le changement de w en co^. La forme (3) montre évidem- 
ment que cette substitution jouit de la propriété (i); mais elle ne contient 
pas (o. En effet, par un calcul facile, on trouve 

,_ 3(-y^— y'H-c^/^-i- vM-5(y-f-y^)-2(y'-t-yS)-f-y--4-y\ 

^ — . _ .. ^ ^. ^ 

c-f-y+y- 

c'est une substitution complexe qui jouit de la propriété demandée. 
Considérons une substitution de la forme 

.,_ [/^i(y-^y')-^ ^^' t(y'4- y^)-H //<3( y'4-y^)] J 4- /»i(y-hy')-h /it(y^H-y^)4-/i,(y'4-y^) 

[pi u -^y*) •+- /'î (7* ~^r)-^ pz (y* -+-y* )]--+- 7i ( y n-y* ) -+- 7t (y ^-y* ) -+- y* u^-^d * 



(*) Voir le .Mômoirc dc'jà rilé Ho M. F^icanl. 
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Kn posant 



— ) -3 - r 



nous pourrons remplacer la substitution précédente par une substitution à 
deux variables 



(4) 



•ï'= ['w»(y-f-y«)-+-//i,(y*H-y5)-h//<3(y'-i-./^)j.r 
-^ ["i (y -^y ) -H "î (y +y' ) -H "3 (y-t-y*)] j, 
) /= bi U'^j')-^Pi U'-^j')^Pi U'-^j')]'^' 

f -^[^1 u-^j')-^7t (y**-^y')^-73 (y'-+-y')]r. 



Soient 



(^>) / 



^ (y -^y*)=^M ^'* (/*-^y*)=-^'2» -^^^ (y'-Hy')---^a, 

r (y 4-y*)=rM .> (y'4-y*)^ v„ v (y^-f-y*)^ r^, 

/(/+/•)-/;. yu +/)=/;, /(y* +/)-.>•;. 

I^a substitution complexe (/|) est remplacée par la substitution a six va- 
riables 

vt', = ( Wj — 3 /;i , ) .rj 4- (/«a — /w 1) r, 

-f- (m, 4- m»— 3 /Wi) .rj-+- (/^l— 2 /J,) V, H- (/<a — '«Oji H-(/'i-H /<a— •-? /^) «'3, 

x', = (//Il 4- //ij ~ 2 ///i)ari -h (//^J — 3 //11) j:*! 

4- ( ///, — //i,) Xj 4- (/* 1 4- /I3 — 2 /l 5) Kl 4- ( 7/3 — Jt ni)y\ 4- (/* 1 — /*î ) Ja> 

-4-{/?i—2/7,)^j4-(7,-<7j)/i-f-(7,-h(7,— 27,)/s-^(7i— ^7:»)>'3. 

/î = (/'î — 2//, ) ^, 4- (/?3 — /^i ) ^1 

-^-(/'î-^-/'j— 2//,)x,4-(<7, — a7i)/,-f-(7,— 7,)j,4-(7,-f-73^'''Vi).»'i' 
I -♦-(/>i — /^O^j-HC'/i-t-Vî— 27j)Ki4-(<73— ■«'7i)/j+('/i — VO.^'s- 

Il suffit d'exprimer que celle-ci est de période G, ce qui aura lieu d'après 
une théorie connue. 



SUR LE 



PROBLÈME DE DIRICHLET 



ET SON EXTENSION 



AU CAS DE L'ÉQUATION LINÉAIRE GÉNÉRALE DU SECOND ORDRE, 

PAR M. A. PARAF, 

Ancien K\c\e de l'Ecole Normale supérieure. 



La théorie des équations aux dérivées partielles est une de celles qui ont 
le plus attiré dans ce siècle l'attention des géomètres. En se bornant même 
à un point particulier de cette théorie, à la considération des équations 
linéaires du second ordre, il faut renoncer à citer tous les Mémoires écrits 
sur la matière, tous les résultats déjà obtenus sur ce point. La théorie géné- 
rale des fonctions, la Géométrie des surfaces et des ensembles de lignes, la 
Physique mathématique donnent naissance à de telles équations, et la 
manière de poser les problèmes varie avec le point de vue auquel on se 
place. 

Pour l'équation linéaire générale à deux variables indépendantes 

A3—, +283—3- -t-^-3-; -f- 2D 3- 4-2E-:- -hFu = o, 
ox^ ox a y ay^ ox oy 

le problème se présente sous deux formes bien différentes, suivant que les 
caractéristiques de l'équation sont réelles ou imaginaires, c'est-à-dire sui- 
vant que la quantité B* — AC est positive ou négative. Dans ce dernier cas, 
on peut se proposer de trouver une intégrale continue dans une aire donnée, 
y admettant des dérivées continues des deux premiers ordres et prenant sur 
le contour de l'aire des valeurs données d'avance. C'est ce problème qui 
fait l'objet du présent travail. 

Le premier Chapitre traite de la plus simple et aussi de la plus célèbre 

Foc. de T.- VI. H. I 
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de toutes ces équations : je veux dire l'équation de Laplace 

â^ Il à^ tt 

Le problème correspondant est connu sous le nom de problème de Diri- 
chlet et joue un rôle capital dans plusieurs branches des Mathématiques. 
La première solution rigoureuse en a été trouvée par M. Schwarz (*), et 
M. C. Neumann (^) en a, de son côté, donné une solution différente. 

Plus récemment, M. Poincaré (') a fait connaître une méthode nouvelle 
et extrêmement originale pour résoudre ce problème. L'auteur a exposé sa 
méthode pour le cas de trois variables, en déterminant Téquihbre électrique 
à la surface d'un conducteur isolé quelconque. L'application du principe 
des images donne alors immédiatement la fonction de Green relative à la 
surface inverse, et il reste, pour achever la solution, à discuter une intégrale 
double (*). 

Outre cette voie un peu détournée, i\L Poincaré montre encore, mais 
plus sommairement, que la même méthode se prête à la solution directe 
sans passer par Tintermédiaire de la fonction de Green. Il m'a semblé qu'il 
pourrait y avoir quelque intérêt à reprendre sous cette dernière forme la 
belle méthode de M. Poincaré, en l'exposant dans le cas de deux variables 
qui, plus simple à certains égards que le cas de trois variables, présente en 
revanche quelques difficultés particulières tenant aux différences existant 
entre le potentiel nevvtonien et le potentiel logarithmique. Certains points 
étaient aussi susceptibles d'un plus grand degré de rigueur que ne leur en 
avait donné l'auteur dans les quelques pages concises consacrées par lui à 
ce sujet. J'ai ainsi été amené à apporter à la méthode de M. Poincaré des 
changements assez notables qui n'atteignent cependant pas le fond même 
des idées. 

L'équation de Laplace conduit tout naturellement à l'équation 

A(w)=/(x, V). 



(') SciiWAHZ, Gesammelte mathematische Abhandlun^en, t. II. 

(*) C. Nklman.n, Untersuchungen in dem Gebiete des logarithmischen und newton- 
srhcn PotenlialeSy Leipzig, 1877. 

(') Poincaré, American Journal of MathematicSy t. XII. 

( '* ) Voir, sur ce point, A. IIxrnack, Die Grundlagen der Théorie des logarithmischen 
Potentiales, Loip/jp:, 1887. 
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(■reen (*) a intégré cette équation, mais la méthode qu'il a suivie laisse 
à désirer et n'est plus en rapport avec les habitudes d'esprit que Ton apporte 
aujourd'hui dans ces recherches. Cette question fait l'objet du second Cha- 
pitre. 

Dans la troisième et dernière Partie, nous arrivons enfin à Téquation 
générale. Jusqu'à ces derniers temps, on s'était généralement borné à con- 
sidérer le cas où les coefficients sont des fonctions analytiques, et l'on 
n'avait cherché l'intégrale que sous forme de fonction analytique, sans se 
préoccuper des autres intégrales qui pourraient exister. M. Schwarz (^), 
dans une première tentative, avait ouvert une voie nouvelle dans un cas très 
particulier. C'est M. Picard qui a fait faire à la question un pas décisif en 
montrant que la méthode des approximations successives se prête merveil- 
leusement à ce genre de problèmes. 

Dans plusieurs Mémoires bien connus ('), M. Picard développe cette mé- 
thode et obtient des résultats de la plus haute importance concernant les 
équations du second ordre en général, ainsi cjue certaines équations parti- 
culières, entre autres les équations linéaires, notamment dans le cas des 
coefficients analytiques. 

En me bornant aux équations linéaires, j'ai, en suivant une voie diffé- 
rente, retrouvé une partie de ses résultats et étendu au cas des coefficients 
quelconques quelques-uns des théorèmes démontrés par lui dans l'hypo- 
thèse des coefficients analytiques. 



(*) Greex, Math. Papers et Journal de Crelle, l. 47. 
(*) SciiWARZ, Gesam. math, Abh.j t. I, p. 9.41 t-'t ?«*q. 
') Voir entre autres : Acta mathematica , t. XII. — Journal île \f a thématiques, iSyo. 
— Journal de l'École Polytechnique, LX" Cahier. 
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CHAPITRE I. 

L'ÉQUATION DE LAPLACE ET LE PROBLÈME DE DIRICHLET. 



1. L'équalion 

*/ ^ à*u d'u 

que nous appellerons équation de LaplacCy et l'équation analogue, avec une 
variable indépendante de plus, interviennent dans presque toutes les 
branches de l'Analyse. Elles se présentent notamment dans la théorie de 
l'attraction, dans celle de l'équilibre électrique, dans celle de la cha- 
leur, etc., etc. En Analyse pure, la théorie des fonctions d'une variable 
complexe est inlhnemenl liée à la solution du problème de Dirichlet que 
l'on peut énoncer comme il suit : 

Trouver une fonction des deux variables x et y qui y à V intérieur 
d'une aire don/iée, soit finie, continue et bien déterminée, ainsi que ses 
dérii'ées partiel/es des deux premiers ordres, satisfasse à l'équation de 
Laplace et prenne sur le contour de Vaire des valeurs données d'avance. 

C'est par ce problème que nous commencerons notre étude. 

Les aires dont nous parlerons seront toujours supposées connexes, mais 
à connexion simple ou multiple. Si l'ordre de connexion est égal à ai, 
l'aire sera la portion du plan limitée extérieurement par une courbe 



Fig. I. 




fttMrnÀ> Lu (Jig^ i) et intérieurement par n— i courbes fermées L^, Lj, . . ., 

Prieures à L^, mais extérieures les unes aux autres. 
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Nous désigtîcrons toujours par S rintérieur d'une telle aire, et nous em- 
ploierons la lettre s pour désigner, suivant les cas, ou bien Tensemble du 
contour de S, ou bien Tune de ces courbes seulement, ou encore un point 
sur une de ces courbes, ainsi que la variable qui fixe la position de ce point 
sur le contour. Il ne pourra, d'ailleurs, jamais résulter aucune confusion 
de cet emploi multiple de la lettre s. 

Nous supposerons d'abord que ^ a en chaque point une tangente bien dé- 
terminée et variant d'une manière continue. Nous verrons plus tard que 
l'on peut s'afFranchir de cette dernière restriction, pourvu que les points 
où cette condition cesse d'être remplie soient en nombre limité. 

Nous représenterons par U ou, d'une manière plus précise, par U{s) la 
fonction du point s^ donnée d'avance, qui exprime la suite des valeurs que 
doit prendre la fonction cherchée V sur le contour. 

A l'égard de cette fonction U (*), nous supposons seulement qu'elle est 
continue sur chacune des courbes qui limitent S, mais sans faire aucune 
hypothèse sur la continuité ni même sur l'existence de sa dérivée. 

Nous dirons, suivant l'usage, qu'une fonction est harmonique à l'inté- 
rieur d'une aire S quand elle y est continue et uniforme, admet des dé- 
rivées des deux premiers ordres continues et uniformes, et vérifie l'équa- 
tion de Laplace. Le problème de Dirichlet revient donc à trouver une 
fonction V harmonique dans S et prenant sur s des valeurs données 
d'avance. Nous voulons dire, par ces derniers mots, que, quand le point A 
tend vers le point s par un chemin quelconque intérieur à S, la fonc- 
tion V(A) tend toujours vers U(5). 

2. A côté du problème précédent, que nous pouvons appeler le pro- 
blème intérieur^ vient se placer un problème analogue relatif à la partie 
du plan extérieure à S. Les considérations qui suivent nous permettront à 
la fois de formuler ce problème et d'en ramener la solution à celle du pro- 
blème intérieur. 

A cet effet, commençons par faire une remarque qui nous sera utile dans 
la suite. 

Si deux aires S et S' sont représentées l'une sur l'autre d'une manière 



i*) Nous ne nous occuperons pas du cas où U présenterait un nombre fini de disconti- 
nuités, ce cas pouvant se ramener simplement au cas où U est continue. Voir J. Riemann, 
Sur le problème de Dirichlet {Annales de l'École Normale, 1888). 
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conforme par la transformation x -i- iy ^f{jo-^iy)^ toute fonction V(x-,y ) 
harmonique dans S se transforme en une fonction \'{x\y ) harmonique 
dans S'. 

En effet, toute fonction harmonique \ {x^y) peut être considérée comme 
la partie réelle d'une fonction analytique d'une variable complexe ?(^ -H'/), 
de sorte que l'on a 

Effectuons maintenant la transformation réelle 
avec 

x-\- iy-^f{x'-riY') ^ X(x',/) -h iM(x\ y'), 

il en résultera 

\'ix\y)^i\}\x\y)^.^Uk^'^h'')'\^^i^'-^iy'\ 

où l'on a posé 

V'(^',/)-V(\,Y), 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Cela posé, effectuons une transformation par rayons vecteurs récipro- 
ques, en choisissant le pôle à Tintérieur de S. Par cette transformation les 
n courbes s se changent en n autres courbes s qui sont toutes extérieures 
les unes aux autres, et la région S se transforme dans la région S' du plan 
qui est extérieure à toutes les courbes s\ La relation entre les points des 
deux aires est, d'ailleurs, univoque et isogonale, et la remarque précédente 
est donc applicable au cas présent. 

La fonction V(a7,y) harmonique dans S et se réduisant à U(5) sur s 
devient donc une fonction V(a;',y') harmonique dans S' et se réduisant à 
U'(.9') sur 5', la fonction U' étant bien connue en tout point de s\ puisque 
la relation entre les points des deux aires reste univoque même sur les con- 
tours. Quant au point 00 qui est Thomologuc du pôle de la transformation, 
on voit de suite que la fonction V' reste régulière dans le voisinage de ce 
point et y prend une valeur finie bien déterminée et nullement arbitraire, 
puisque cette valeur est précisément celle que prend V au point choisi pour 
pôle, laquelle est, comme nous le verrons, parfaitement déterminée par la 
fonction [(.ç) donnée. 
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Le problème extérieur peut donc se formuler ainsi : 

Etant données n courbes fcnnées s extérieures les unes aux autres, et 
une suite de valeurs formant sur chacune de ces courbes une fonction 
continuel] (s) j trouver une fonction V harmonique dans la région S du 
plan extérieure à la fois à toutes les courbes Sj prenant sur s les va- 
leurs U(s)j et qui^ pour x et y très grands y reste régulière en tendant 
vers une valeur finie inconnue y mais déterminée par la fonction \j{s). 

Nous voyons en même temps que sa solution se ramène à celle du pro- 
blème intérieur pour un contour convenable. Nous nous bornerons donc 
désormais à l'étude du problème intérieur. 

3. Rappelons d'abord quelques résultats classiques qui sont d'un usage 
courant et dont la démonstration se trouve dans tous les Traités (*). 

Une fonction, harmonique dans une région S, ne peut avoir de maximum 
ni de minimum en aucun point de S. 

Sa valeur en tout point intérieur est comprise entre la plus grande et la 
plus petite des valeurs qu'elle prend sur le contour. 

Sa valeur en tout point intérieur est donc nulle si elle est nulle tout le 
long du contour. 

Le problème de Dirichlet ne peut admettre plus d'une solution. Il a été 
complètement résolu dans le cas du cercle, et Ton démontre par des con- 
sidérations élémentaires que la solution est donnée, dans ce cas, par la for- 
mule 

Dans cette formule, V(P) représente la valeur que prend la fonction 
cherchée V {fig- 2) en un point quelconque P intérieur au cercle dont le 
centre est en O et dont le rayon est R. M est un point quelconque de la 
circonférence que nous désignons aussi par 5, valeur de l'arc qui fixe sa 
position sur la circonférence; enfin l'intégrale est prise le long de la circon- 



(*) Consulter, par exemple, Neumann, Untersuchiingen iïber das logarithmische und 
newtonsche Potentialy Leipzig, 1877. - A. Harnack, Die Grundlagen der Théorie des 
logarithmischen Potentiales, Leipzig, 1887. — J. Riemann, Sur le problème de Dirichlet 
(Annales de l'École Normale, Paris, 1888) - K. Picard, Traité d^ Analyse, t. L Paris, 
1891. 
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férence dans le sens positif. Cette formule montre aussi que la fonc- 
tion V(P) est régulière à l'intérieur du cercle. 

Fig. 2. 

^ M 

/ \ \ 








/ 



Si, dans cette formule, nous supposons que P vienne en O, on a 



(2bi.s) v(Oj=r 



_ r^'^W{s)de 



27r 



et l'on retrouve ce résultat connu, que la moyenne arithmétique des va- 
leurs de V sur la circonférence est égale à la valeur de V au centre. 

Quelques considérations empruntées à la Mécanique faciliteront encore 
notre tâche. 

On sait que, si, dans un plan, une masse matérielle égale à m est con- 
centrée en un point A et attire un point M de masse i suivant la droite MA 

avec une force ayant pour intensité - (où r désigne la longueur absolue MA), 

les composantes de cette attraction suivant les axes des x et des y (que 
nous supposons rectangulaires) sont égales aux dérivées partielles de la 

fonction m log- par rapport aux coordonnées or et ^ du point M. 

Cette fonction m log - s'appelle le potentiel logarithmique de la masse m 

sur le point M. 

Si Ton a plusieurs masses attirantes, le potentiel sera la somme 

étendue à toutes les masses agissantes. Si les masses remplissent d'une ma- 
nière continue une aire ou un arc de courbe avec une densité p (ce qui veut 
dire que la masse contenue dans l'élément di de l'aire ou de la courbe est 
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égale à p di)j il existera de même un potentiel donné par la formule 



V rzij p log ^- dz 



étendue à toutes les masses agissantes. 

Dans tout ce qui suit, nous ne considérerons que des masses positives. 

Les principales propriétés du potentiel logarithmique que nous aurons h 
employer sont les suivantes. 

Dans toute région qui ne contient aucune des masses agissantes, le po- 
tentiel est une fonction harmonique. 

Le potentiel dû à des masses dont la distribution est superficielle est une 
fonction continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, dans 
toute région finie du plan. 

Les dérivées du second ordre sont aussi continues tant en dehors qu'en 
dedans des masses agissantes, mais elles éprouvent une discontinuité en 
traversant le contour des aires attirantes; à Tintérieur de ces aires, on a 

(3) AV=:— 27rp. 

Le potentiel dû à des masses dont la distribution est linéaire est encore 
une fonction continue dans toute région finie, mais les dérivées du premier 
ordre éprouvent une discontinuité en traversant les courbes attirantes. 

Cette discontinuité est exprimée par la formule 

d\ dW 

d\ 

dans laquelle -r- est la limite vers laquelle tend la dérivée de V au 
point A {fig- 3) prise dans la direction de la flèche lorsque le point A se 

Fig. 3. 




rapproche de M en suivant la normale MN. ^ est la quantité analogue au 
point A'. 

Fac. de T. — VI. H. 2 
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On remarquera que le potentiel logaritlunique peut être aussi bien né- 
gatif que positif, et que, en un point qui s'éloigne indéfiniment, il peut être 
ou bien — xï ou bien o. Ce sont ces deux faits qui donnent au cas de deux va- 
riables une physionomie particulière. 

Knfin, si Ton considère le potentiel engendré par des masses distribuées 
d'une manière quelconque dans le plan, si l'on appelle d'une manière géné- 
rale m celles de ces masses qui sont extérieures à un cercle de rayon R ou 
sur sa circonférence, cl (x celles qui sont intérieures au cercle, la moyenne 
arithmétique des valeurs de ce potentiel en tous les points de la circonfé- 
rence sera donnée par Téquation 

(5) inoy.V:^^'''*^^^ -^ '<^o^2'^' 

r désignant la distance d'un point de masse m au centre de la circonférence. 
Nous possédons maintenant tous les matériaux nécessaires. Il s'agit de 
les mettre en œuvre. 

4. Soit un cercle de centre O et de rayon R, A un point extérieur, P un 
point intérieur. 

La quantité log ^j dans laquelle nous considérons le point A comme 

fixe et le point P comme variable, est une fonction des coordonnées de P, 
harmonique dans tout le cercle, puisque P est toujours séparé de A par la 
circonférence. En un point M de la circonférence, elle prend la valeur 

log -j-^' Nous pouvons donc, en appliquant la formule (2), écrire 

Faisons, d'autre part, ^{s) = i dans la même formule (2). 

L'intégrale du second membre devra représenter une fonction harmo- 
nique dans le cercle et se réduisant à l'unité sur la circonférence. Mais nous 
avons une telle fonction en prenant V(P)= 1, et comme le problème ne 
peut avoir plus d'une solution, on aura 

Les formules (6) et (7) expriment le fait suivant : 

Si Ton a, sur la circonférence, une couche attirante dont la densité en 



SUft LE PROBLÈME DE DmiCIlLET. H. î I 

chaque point M est la quantité positive p = — ^ lïfpî' '^ masse totale de 

cette couche sera égale à l'unité [formule (7 )| et le potentiel de cette couche 
sur un point extérieur A sera le même que si toute la masse était concentrée 
en P [formule (C)]. 

Que devient ce potentiel quand le point A est intérieur au cercle? Il est 
toujours donné par la même intégrale, mais Tégalité ((>) n'a plus lieu dans 
ce cas. Entourons alors P d'un petit cercle et envisageons l'aire comprise 
entre les deux cercles pour y étudier la fonction 



'^^PA-/^^^ÂM .7rK.MP^ ^' 



où, cette fois, P est fixe et A variable. 

Les deux termes de la différence sont harmoniques dans l'aire, puisque 
chacun d'eux est un potentiel dû à des masses dont aucune n'est intérieure. 
Sur le cercle extérieur, la différence est nulle, comme on le voit en suppo- 
sant que dans (6) le point extérieur A se rapproche de la circonférence, ce 
qui est légitime, à cause de la continuité du potentiel. Sur le cercle inté- 
rieur, elle est certainement positive, et comme elle ne peut avoir de minimum 
dans l'intérieur de l'aire, elle y sera constamment positive. On a donc, en 
tout point A intérieur, 

/Qx A ï R'- 0P« , , I 

^^^ j'^^MÀ27âîjap^^^<'"^pÂ' 

Nous avons donc finalement démontré le théorème suivant : 

Quand une masse égale à Vunilé est placée en un point P de rînté- 
rieur d'un cercle, si Von répartit cette masse sur toute la circonférence, 
de manière que la densité en un point quelconque M soit inversement 
proportionnelle au carré de MP, la couche circulaire ainsi obtenue aura 
même potentiel que la masse primitive en tout point extérieur y et un 
potentiel plus petit en tout point intérieur. 

Une telle couche s'appellera la couche équivalente à la masse placée 
en P. 

Le théorème subsiste évidemment si la masse primitive, au lieu d'être 
égale à l'unité, était égale à m. 

Enfin, si l'on avait plusieurs masses positives à l'intérieur du cercle, on 
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fKiurrait remplac^-r chacune d'elles par une couche équivalente, et nous 
arrivons ainsi à former une couche équivalente à un système quelconque de 
masses intérieures à un cercle, celle couche ayant même potentiel que le 
système donné >ur tout point extérieur, et un potentiel plus petit sur tout 
point intérieur. 

On peut remarqu^-r qu'il est impossible de trouver sur un même cercle 
deux couches différentes, de densités p et p,, équivalentes à un même sys- 
tème de masses intérieures. 

Soient, en effet, V et V, les potentiels de ces deux couches sur un même 
point A. On aura, pour tout point extérieur, V = V,, et cette égalité aura 
encore lieu sur la circonférence, à cause de la continuité du potentiel. Alors 
la différence V - - V,, harmonique dans l'intérieur du cercle et nulle sur la 
circonférence, est nulle dans tout l'intérieur. Les fonctions V et V, coïn- 
cident donc dans tout le plan, et Ton a, en tout point de la circonférence, 

d\ dV d\, ^ d\\ 

du ' du' dn ' dn 

c'est-à-dire p =i ^^^ d'après la formule (!\ ). 

C'est sur la proposition que nous v(»nons de démontrer que repose la mé- 
thode de M. l'oincaré. 

5. Il nous faut encore établir deux théorèmes dus à M. Harnack, et qui 
jouent dans la théorie des fonctions harmoniques le même rôle que les 
théorèmes d'Abel sur les séries entières dans la théorie des fonctions d'une 
variable complexe. 

Revenons encore à la formule ('à) 



V(P)^/VU)-«1,^- 



R'-OP« _, 



[)0ur en déduire des limites entre lesquelles sont comprises les valeurs de 
V(P) à rintéricur du cercle, si Ton suppose que V(5) est constamment 
positif sur la circonférence. Les deux facteurs de la quantité à intégrer sont 
alors positifs. MP étant toujours compris entre R -h OP et R — OP, nous 
aurons évidemment 

^«^ u + opj 2uïr'-^('^)^-Rr-ôpj -^R- 
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Cela posé, nous pouvons démontrer le premier de ces théorèmes, en 
renonçant comme il suit : 

Soit une sévir 

dont tous les termes sont des fonctions harmoniques positii^es en tous les 
points d'une région connexe R. Si cette série est convergente en un 
point de la région^ elle sera uniformément convergente dans toute la 
région R et y représentera une fonction harmonique. 

Supposons d'abord que la région R soit un cercle C de centre O et de 
rayon R. Construisons un cercle concentrique C de rayon R'<C R. Les 
fonctions «, prendront sur O des valeurs Ui finies et positives, continues 
sur la circonférence. On aura donc, P et Q étant deux points intérieurs 
àC, 

R'~OP 



R -hOQ 



ru\ds' ,-,, R'4-OP ru'icts' 

r^'i^^' /r.v^ K'4-OQ ru'ids' 



On en conclut, a fortiori, 

et si P ne sort pas d'un cercle de rayon R" inférieur à R', 

-p,^R'+R' R'4-OQ .„, 

Les quantités W/(P) sont donc respectivement inférieures aux quantités 
Ui(Q) multipliées par un même facteur constant et indépendant de P. 
Donc, dans tout l'intérieur du cercle R", la série W/ est uniformément con- 
vergente et représente, par suite, une fonction continue des coordonnées 
de P. R'' peut d'ailleurs être pris aussi voisin de R que nous voudrons. 

Ceci s'étend sans peine à une aire connexe quelconque S. Supposons, en 
effet, la série convergente en un point Q de Taire, et soit P un autre point 
quelconque de l'aire. Nous pourrons toujours tracer une suite de cercles en 
nombre fini C,, C^, . . ., C«, se coupant successivement, et le premier con- 
tenant Q dans son intérieur, le dernier contenant P. Soit alors Qi un point 
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6. Nous allons faire tout de suite une application de ce second théorème, 
en résolvant le problème de Dirichlet dans le cas de Taire comprise entre 
deux cercles concentriques. 

Soient C et C' les deux cercles, R et R' leurs rayons, r et les coordon- 
nées polaires d^un point de la couronne. On aura 

Nous nous proposons de trouver, si cela est possible, une fonction 
f(r^ Oj, harmonique dans la couronne S, se réduisant à des fonctions don- 
nées Vl(h) et L (6) lorsque r tend vers R ou vers R'. Comme nous savons 
d'avance que ce problème admet au plus une solution, si nous arrivons à 
former une fonction répondant aux conditions énoncées, nous aurons ré- 
solu le problème. 

Pour atteindre ce but, nous allons construire une série dont tous les 
termes soient des fonctions harmoniques dans S, et nous déterminerons les 
coefficients de manière à satisfaire aux conditions aux limites. Remar- 
quons, à cet effet, que les fonctions 

r'" cos/w^, r"*sin/7i9, — -cos/w9, siii/n9, 

sont harmoniques dans S, car ce sont les parties réelles et les coefficients 
de i dans les fonctions complexes 

^"^ ^^ ~/rt [5 — j:- -1-17-J r(cos0 -h «sinô ], 

z 

lesquelles sont holomorphes dans S, si m est entier. 
Désignons donc par 

des constantes indéterminées, et employons les abréviations suivantes 
1 a;„cos/w0 -^ 6;„ sin/w0 — X;„, a_;„cos/w0 -6_;„sinm0i=Y;„, 

.0) \{w) ^"••^(7) ^"' = «"" 

u^ est alors une fonction harmonique dans S et tend vers U„, ou vers U' 



m 
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quand le point mobile se rapproche d'un point de C ou de C. Posons enfin 

/(r, Ô) = a„ -h bç logr -h M| H- m, + . . . 4- w,„ -h . . . 
/jjv I [ ï77(«iCOs9 -h ^iSin^) -h...-i-(|T7 j {a„tcosm0-h bfnS\nm6)-\-... 

/R\ /R\'" 

-+-( — j(rt._i COS0— ^_, sin5) -i-...-i-f — j {a^m(^osniO—b.,nS\nmO)'\-.... 

Admettons, pour un instant, que cette série soit uniformément conver- 
gente, écrivons que Ton a 

/(R,ô) = u, /(ir,^)r_u', 

et déterminons les coefficients par ces conditions à la manière de Fourier. 
Nous aurons les équations suivantes, où toutes les intégrales sont prises 
entre o et 211, 

fvd^ = 27r(ûro-4- 60 logR), f V d)^ — 27r(ao-h ^ logR'), 

(Dans ces intégrales, on a remplacé par vp dans les fonctions U et U'). 
Ces équations déterminent sans ambiguïté tous les coefficients. On en tire 

(12) 

avec 

(i3) Uo=«i>-+-MogR=^ Aue/i|., U;L..ao4-^ologR':i=i ACû^v].. 

Il faut maintenant faire voir que la série (i i), dont nous venons ainsi de 
déterminer les coefficients, est uniformément convergente, représente une 
fonction harmonique, et satisfait efl^ectivement aux conditions aux limites. 
Considérons, à cet effet, la somme des n-^-i premiers termes de la série 
Uo, U,, ..., U,rt, ..., qui devra représenter /(R, 0). D'après les for- 

Fac. d€ T. — VI. II. 'i 
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/ M^v/'r»//r»«; /^f^finf/'n^inf /i l'^iirc S pour laquelle nous voulons résoudre 
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Je dis d'abord que Ton peut toujours trouver des cercles C/ tout entiers 
intérieurs à S, formant une suite simplement infinie à indices entiers po- 
sitifs 

^l> ^l> ^3i • • •> ^/l» • • •> 

et tels, que tout point intérieur à S soit intérieur à au moins l'un des cer- 
cles Q. 

Pour le faire voir, considérons dans S une région R dont tous les points 
soient à une distance de s supérieure à S. Soit S' une longueur plus petite 
que S, et traçons une série de parallèles aux axes de coordonnées ayant 

entre elles la distance constante -= • 

Nous formons ainsi une infinité de carrés, dont la diagonale est S'. Nous 
ne retiendrons parmi eux que ceux qui sont en totalité ou en partie inté- 
rieurs à R, lesquels sont naturellement en nombre limité. Tout point de R 
est alors intérieur à l'un de ces n carrés, ou sur son contour. Ceux mêmes 
de ces carrés qui sont partiellement extérieurs à R sont encore sûrement 
intérieurs à S, puisque leur plus grande dimension S' est inférieure à S. 

Soient D|, Dj, ..., D„ les centres de ces carrés; de chacun de ces 

5 5' 
points comme centre, avec un rayon intermédiaire entre - et -» décrivons 

•a ^ 

une circonférence. Chaque carré est alors tout entier intérieur au cercle 
correspondant, lequel est toujours intérieur à S. Chaque point de R est 
alors intérieur à l'un de ces n cercles. 

Imaginons alors une série de longueurs S,, §25 • • •? ^/i? • • • décroissant et 
tendant vers o. Appelons Rq la région formée par l'ensemble des points de S 
dont la distance à s est supérieure à S,, puis, d'une manière générale, ap- 
pelons R|- l'ensemble des points de S dont la distance à s est comprise entre 
S/Ct S,v,. (Ces régions ne seront pas nécessairement connexes, mais ceci 
importe peu.) 

Construisons dans R© les cercles C,, Ca, . . ., C^,^ comme plus haut, puis, 
dans rii , les cercles i^^ ^.^ , v_i^ .^29 * * * 9 ^n 9 • • • • 

Nous aurons ainsi construit les cercles demandés. 

Il est clair que l'on aurait pu les construire d'une infinité de manières 
différentes. L'important est de voir qu'on peut leur donner pour indices la 
suite des nombres entiers. 



8- Apt'- iîvoir air*:?! conslruil dans S la famille des cercles Q, traçons 
encore une courbe fermée L qui contienne dans son intérieur la partie du 
plan ou 5*'; trouve S. Ortie courbe sera arbitraire, poumi qu'elle soit suffi- 
samment p^ande. MettonS; pour fixer les idées, que ce soit une circonfé- 
rence ayant w>n centre dans 5 et un raron supérieur au double de la plus 
grand" dimension de S. 

App^flons T ia [>artie du plan intérieure â L. 

Il |>ourra arriver que l'on connaisse une fonction V^(x,_^')qui, à Tinté- 
rieur de T. soit holomorphe et qui<» sur s, se réduise à U (U étant toujours 
la fonction donnée sur le contour s et qui est seulement supposée être con- 
tinue^. Nous allons résoudre le problême dans ce cas particulier, auquel 
nous ramènerons ensuite le cas général. 

Supposons d'abord que W\ soit constamment négatif dans T. Si alors 

on pose 

AV. 



'2 7: 



= o. 



p sera une fonction holomorphe et positive dans T. 

Imaginons une masse répandue d'une manière continue sur T et dont la 
densité en chaque point serait justement la fonction p. Cette masse aura un 
potentiel W^, et Ton aura, dans toute la région T, 

à\\\ = - 2 TTO = AVo, A ( W. - V.) = o. 

La diflerence W^— Vo= est donc une fonction harmonique dans T, et 
nous est parfaitement connue, puisque nous connaissons W^ et V^ pour 
tous les points de T. En particulier, nous connaissons les valeurs O(^) que 
prend sur le contour s qui est tout entier intérieur à T, et nous avons 

Les masses qui engendrent le potentiel W^ sont toutes positives, et une 
partie d'entre elles est intérieure à S. Envisageons en particulier celles qui 
sont intérieures au cercle Q. 

Nous avons appris au n^ 4 à former une couche équivalente à ces masses. 
Comme nous aurons à répéter souvent cette opération, il est bon de lui 
donner un nom spécial. Nous l'appellerons, avec M. Poincaré, le balayage 
du cercle C/. 
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Nous pourrons dire alors que le balayage du cercle C/ ne change pas le 
potentiel en un point quelconque extérieur à Q, mais le diminue en tout 
point intérieur. Cette opération n'altère pas non plus la somme totale des 
masses et n'introduit jamais de masses négatives. 

Balayons alors successivement tous les cercles dans un ordre tel que cha- 
cun d'eux soit balayé une infinité de fois. Il suffira, pour cela, de les ba- 
layer dans Tordre 

12, I :^ 3, I 2 3 4< • • • « 

en ne tenant cependant aucun compte de ceux qui pourraient ne contenir 
aucune masse quand viendrait leur tour d'être balayés. Ainsi, par exemple, 
si, après la septième opération, le cercle C, ne contenait aucune masse, on 
prendrait à sa place le cercle C^. 

Appelons enfin W^^ ce que devient le potentiel après la A**^"* opération et 
comparons entre elles les valeurs des différentes quantités W;^ en un même 
point A. 

Il est clair que, si A est extérieur au cercle balayé à la /i*^™*" opération, 
on aura 

Dans le cas contraire, on aura 

Donc, dans tous les cas, 

W^ va donc en décroissant ou tout au moins ne va jamais en croissant 
quand l'indice augmente. Remarquons que, si A est extérieur à S, il est 
aussi extérieur à tous les cercles. A l'extérieur de S, on a donc 

Nous allons voir maintenant que, lorsque k augmente indéfiniment, W^^ 
tend vers une limite W, déterminée en chaque point de T, et tendant vers 
U(^) -h 0(5) quand A tend vers le point s du contour. 

Pour le démontrer, construisons un cercle tangent en s au contour et 
tout entier extérieur à S. Construisons aussi un second cercle concentrique 
au premier, contenu tout entier dans T et comprenant S dans son intérieur, 



H. 22 A. PARAF. 

ce qui est possible si T a les dimensions que nous avons indiquées et si le 
rayon du premier cercle est assez petit. 

Comme nous savons résoudre le problème de Dirichlet pour Taire com- 
prise entre deux cercles concentriques, nous pouvons construire une fonc- 
tion co, harmonique entre les deux cercles, et prenant sur ces cercles les 
mêmes valeurs que W^. Eludions la différence F = W;, — co. Elle est nulle 
sur les deux cercles qui sont tous deux extérieurs à S, et où, par suite, on a 
W;, = Wo. Nous allons montrer qu'elle est positive dans toute la couronne. 
Il suffit, pour cela, de faire voir qu'elle n'y peut admettre de minimum. 

Or, si F pouvait avoir un minimum en un point B de cette couronne et 
que l'on traçât autour de B comme centre un cercle assez petit, la valeur de 
F en tout point de ce cercle, et, par suite, sa valeur moyenne sur le cercle, 
serait plus grande que sa valeur en B. Calculons cette moyenne. On a 

Mais W;, est un potentiel, co est une fonction harmonique. 
Donc, d'après les formules (5) et {ibis)^ 

D'ailleurs, au point B, on a 

Donc 

(Je rappelle que, dans ces formules, m désigne les masses extérieures au 
cercle, \k les masses intérieures, r la distance d'un point au centre, R le 
rayon.) 

Cette différence est évidemment négative, puisque, pour tout point in- 
térieur, 

I I 

R r 
et cette conclusion est contradictoire avec l'hypothèse d'un minimum. 
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On a donc, pour tout point de S, et quel que soit //, 
Donc W„ tend vers une limite W qui est supérieure ou égale à co, et Ton a 

Imaginons maintenant que le point mobile A tende vers s. 

W^ et 0) tendent tous deux vers la valeur de W^ au point Sj W tend 
donc aussi vers cette valeur qui est lJ(s) -f- 0(s). 

Nous constatons donc l'existence d'une fonction W, définie dans Tinté- 
rieur de S et tendant vers U -f- (i(s) quand A se rapproche du contour. 
Nous allons voir aussi qu'elle est harmonique dans S. 

Envisageons un des cercles, Ca par exemple, et supposons que ce cercle 
soit balayé aux opérations a, , a^, aj, .... Après chacune de ces opérations, 
le cercle Ca ne contient plus aucune masse. On a donc, à Tintérieur de ce 
cercle, 

Or les quantités 

sont des fonctions harmoniques, décroissantes, et ont pour limite W. 
La série 

a donc tous ses termes de même signe, sauf peut-être le premier. Ils sont 
harmoniques dans 0^; la somme des n premiers termes est W^^ qui tend 
vers W. La série est donc convergente et définit une fonction W harmo- 
nique dans Cflt d'après le premier théorème de Harnack. 

On a donc AW= o dans toute l'étendue de S, puisque tout point de S 
est intérieur à un cercle C^. 

La fonction W— est harmonique dans toute l'étendue de S et tend vers 
U sur le contour s. C'est donc la solution du problème de Dirichlet. 

On a supposé dans cette démonstration que AVo conservait dans T un 
signe constant. Si cela n'était pas, on pourrait toujours partager T en deux 
régions T| et Tj, la première contenant tous les points pour lesquels 

est positif, la seconde, tous ceux pour lesquels la même quantité est 
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n^ative. Défini-âoos alors des fonctions p, et p, par les conditions suî- 
Tantes 

_)ûdansT„ _( o dansT,, 

■'^' ~ ( o dans T,; ^'^ ( — p dans T,. 

C«< d'ïux fonctions sont, dans toute l'étendue de T, continues et positives 
ou nulles. Et, de plus, on a 



Considérons alors deux systèmes de masses ayant des densités p, et p^. 
Elle* engendreront deux potentiels W^ et WJ qui, dans toute l'étendue de 
T, donneront lieu aux relations 

AW' iw; i{W' — wn 

^ = Pi . — Pi. — — Pi — Pj = p. 

i(w;-w;-v,) = o. 

On a donc 

WJ — WÎ — V,= 9, 

6 étant encore harmonique dans T et bien connue. 

Alors les raisonnements précédents s'appliquent mot pour mot aux deux 
fonctions "WJ et WJ traitées isolément. Elles engendrent respectivement 
deux fonctions W ' etW* harmoniques dans S et prenant sur le contour les 
mêmes valeurs que WJ et WJ. La fonction W' — W — résout donc le 
problème. 

Nous avons supposé implicitement chacune des régions T, et Tj con- 
nexe. Dans le cas contraire, on les décomposerait en plusieurs régions 
connexes, et l'on considérerait séparément les fonctions p relatives à cha- 
cune de ces régions; les mêmes raisonnements seraient, d'ailleurs, appli- 
cables. 

9. Nous venons de résoudre le problème dans un cas particulier. Il est 
aisé d'y ramener le cas général. Voici la marche que nous allons suivre, 

On peut toujours bien facilement, et cela d'une inGnité de manières, 
construire une fonction 'j'(^,y). continue dans la région T et prenant sur* 
les valeurs données U. Nous ne faisonsicisurij/ aucune autre hypothèse que 
celle de la continuité. 

Nous montrerons alors que l'on peut trouver uiif itilinilé do polynômes 



F„ F„ 






^^'H LE PnOBLÈME DE DIRICHLET. H. 25 

croissants el tendant uniformément vers ^ dans toute la région T. Appelons 

les valeurs de ces polynômes sur s. Ces fonctions U,, sont croissantes et ten- 
dent uniformément. vers U. 

Nous savons alors résoudre le problème de Dirichlet pour chacune des 
valeurs 

de la fonction donnée sur le contour, et nous trouvons une suite 

V V V 

de fonctions harmoniques dans S. Nous montrerons que ces fonctions V„ 
tendent vers une limite V qui est la fonction cherchée. 

Rappelons à cet effet que, d'après un théorème de M. Picard (*), on 
peut toujours trouver un polynôme F(x,y) qui représente, avec une er- 
reur moindre qu'un nombre e donné d'avance, une fonction ^(^, jk) arbi- 
trairement définie dans une aire T et assujettie à la seule condition d'être 
continue. 

Soit alors ^(^jy) une fonction continue définie dans l'aire T et se rédui- 
sant à U sur les lignes s. Appelons M et m ses limites supérieure et infé- 
rieure dans T. Nous pouvons toujours supposer ^ positive ; dans le cas con- 
traire, il suffirait de raisonner sur la fonction ^ -f- C, C désignant une 
constante convenable. 

Soient X,, ^2, ..., ^„ une suite infinie de nombres positifs, croissants et 
tendant vers l'unité, et posons 

en supposant encore S/> S,+|. 

Toutes ces conditions seront réalisées en prenant, par exemple, 

Considérons enfin la suite de fonctions continues, positives, croissantes, 

- -■ - - . ^^_ 

(*) Comptes rendus, t. CXïI, et Traité d'Analyse, t. ï, p. 262. 

Fac, de T. - VI. H.1 
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Cl tendant vers '\f 

>.,'J^,- li^, ..., X„'^, ... 

et construisons le polynôme F/(x, y)qui représente X/',jy avec une erreur 
moindre que ^S/Z/z. 

Ces polynômes F^ forment une suite croissante, car on a 

F/+, — F|> li^i'\f — Irlf — i(ô/-f- d,v,)m > 5/m — i(ô/-H ô/+i)m > o. 

Les F/ forment donc une suite croissante qui tend uniformément vers ^. 
Si donc on appelle U, la valeur de F, sur 5, les U, forment aussi une suite 
croissante tendant uniformément vers U. 

Maintenant, nous savons, au moyen de chaque fonction F,, construire 
une fonction V/ harmonique dans S et se réduisant à U/ sur s. 

Ces fonctions V, forment aussi une suite croissante, puisque la différence 
V/^i — V/, qui est harmonique dans S, prend sur s les valeurs positives 

u.>. - u,. 

D'ailleurs V^ est toujours inférieur à M, puisqu'il en est de même de U,-. 
Les fonctions V, ont donc une limite V. Je dis que V est la fonction 
cherchée. 

Considérons, en effet, la série convergente 

Chaque terme de la série est harmonique dans S, et le terme général 
V„ — V„_, tend vers U„ — U;,_, quand le point mobile se rapproche du con- 
tour. 

D'ailleurs la série de ces valeurs au contour 

converge uniformément vers U sur tout le contour. 

Donc, d'après le second théorème de Harnack, la fonction V est harmo- 
nique dans S et tend vers U sur s. c. q. f. d. 

10. Jusqu'à présent, nous avons supposé que le contour s avait en chaque 
point une tangente bien déterminée et dont la direction variait d'une ma- 
nière continue. Nous allons voir que la même méthode donne encore la 
solution du problème dans le cas où, en un nombre limité de points, la 
direction de la tangente varie brusquement d'un angle fini. 
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Soit M un point de s où il existe deux tangentes. Nous appellerons angle 
de ces tangentes et nous désignerons par air l'angle dont il faut faire 
tourner la tangente à l'un des arcs issus de M pour l'amener à coïncider 
avec la tangente au second arc en balayant V intérieur de S. Cet angle est 
toujours compris entre o et 2t: et peut d'ailleurs atteindre ces limites. 

Ainsi, par exemple, cet angle est inférieur à ti dans les fig. 4 et 5 et 
supérieur à tz dans les Jig. 6 et 7. 



Fig. 4. 



Fig. 5. 



Fig. 6. 



Fig. 7- 







A quel moment la méthode pourrait-elle cesser d'être applicable ? Nous 
pourrons toujours encore construire les cercles C/, définir un potentiel W^, 
balayer les cercles C,. En tout point non singulier de s. nous pouvons en- 
core construire un cercle tangent extérieurement, et, par suite, nous savons 
encore que la méthode conduit dans tous les cas à une fonction V harmo- 
nique dans S et tendant vers U quand le point mobile or, y se rapproche 
d'un point quelconque non singulier de s. La seule question qui reste dou- 
teuse est donc de savoir si cette dernière propriété subsiste encore en un 
point tel que M. 

Or la chose est d'abord évidente pour un point anguleux pour lequel 



on a 



o J a£i; 



car on peut toujours, en un tel point, construire un cercle passant par M 
et tout entier extérieur à S. Le raisonnement général reste donc applicable. 
Mais nous ne pourrons plus construire ce cercle en un point M pour 
lequel on aurait 

On ramènerait facilement ce cas au cas précédent, au moins tant que l'on 
ne rencontrerait pas en un sommet deux arcs présentant un contact d'ordre 



I 
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supérieur au premier, en combinant convenablement un nombre fini 
d'inversions et de transformations conformes du type 



1 

Là ^^ ( Z Z^) m 



Mais le procédé suivant semble plus élégant el, en outre, aura l'avantage 
de s'appliquer quel que soit l'ordre des contacts. 

Soient w et p deux variables complexes dans des plans différents, et con- 
sidérons les deux relations concordantes 



// = v^ -h y/ç;* — c-, K^ — 



f/* -H c* 



Soient F et F' les points p = h- c, p = — c. 

11 est facile de voir que, par cette transformation. Taire comprise dans 
le plan des u entre deux cercles ayant pour centre l'origine et pour rayons 
des longueurs R et R' supérieures à c sera représentée d'une manière con- 
forme sur l'aire comprise, dans le plan des p, entre deux ellipses de foyers 
F et F'. Si le plus petit rayon R' tend vers c, Tellipse intérieure s'aplatira 
indéfiniment et aura pour limite le segment FF'. En d'autres termes, étant 
donnée l'aire doublement connexe comprise entre une ellipse et le segment 
FF' considéré comme une ellipse infiniment aplatie, nous savons en faire la 
représentation conforme sur une couronne circulaire convenablement choi- 
sie, et, par suite, nous savons résoudre le problème de Dirichlet pour cette 
aire elliptique. 

Revenons alors à la méthode de M. Poincaré. Nous avons vu que, dans 
tous les cas, elle conduit à une fonction V harmonique dans l'aire ettendant 
vers U toutes les fois que le point mobile tend vers un point du contour 
qui n'est pas un point singulier d'angle supérieur à u. Il nous restait à exa- 
miner ce qui se passe en ces derniers points. 

Si Ton a a < 2, ou si, a étant égala 2, les deux branches de courbe sont 
de part et d'autre delà tangente, on pourra toujours, à partir du point M, 
tracer un petit segment rectiligne MM' tout entier extérieur à l'aire. De M 
et M' comme foyers décrivons une ellipse intérieure à T mais comprenants 
tout entière à son intérieur. Nous avons ainsi formé une aire elliptique dou- 
blement connexe qui peut remplacer la couronne circulaire dont nous nous 
sommes servi jusqu'à présent. La suite des raisonnements n'est pas chan- 
gée, et la proposition que nous avions en vue est démo(;^trée. 
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Si, au contraire, les deux branches de courbe sont d'un même côté de la 
tangente, il faudra modifier légèrement la méthode. Quel que soit l'ordre de 
leur contact, on pourra toujours tracer un arc de courbe analytique MM' 
circulant entre les deux branches de courbe et tout entier extérieur à l'aire. 
La portion du plan voisine de cetarc(') pourra être représentée sur le 
plan de manière que Tare MM' se transforme en un segment rectiligne FF'. 
De F et F' comme foyers, traçons alors une petite ellipse située tout entière 
dans la portion du plan où la transformation est valable. A cette ellipse 
correspond dans l'ancien plan une petite courbe fermée ex qui est en partie 
intérieure et en partie extérieure à S. Nous avons ainsi défini une petite 
aire £ doublement connexe, limitée par la courbe a et la coupure curvi- 
ligne MM', pour laquelle nous savons résoudre le problème de Dirichlet, 
puisque £ est représentable sur une couronne circulaire. 

Cela posé, rappelons-nous que l'existence delà fonction West démontrée 
pour Taire T tout entière. A l'extérieur de S elle est égale à Wq. A l'inté- 
rieur de S, elle est harmonique et tend versWo quand le point mobile se 
rapproche d'un point non singulier du contour. Formons alors une fonc- 
tion 0), harmonique dans £, prenant sur ex les mêmes valeurs que W, et 
sur MM' les mêmes valeurs que W^, et considérons, comme au n° 8, la dif- 
férence 

On démontrera, comme à cet endroit, que F ne peut avoir de minimum 
en aucun point de S. D'ailleurs F est positive ou nulle sur tout le contour 
de £. On a donc, dans c, 

W„>a), 

quel que soit /*, et, par suite, 

W„>W>to. 

On voit alors, comme au n° 8, que W tend vers W^,, même au point M. 
La méthode réussit donc pleinement, quelle que soit la nature des pointes 
que peut présenter le contour. 

(* ) Voir, par exemple, J. Riemann, loc. cit., Chap. III. 



CIIAI'ITRE II. 

If'.Of.MIOy ia- Jr._ 



\. LV-((iiatio(i A« ' /(■''■^y) ■"' fr/rwnU; rialur<;llenienl apré^ celle que 
ivm% v<:(io(ii A'i-\n<\v;v. \'X\t:i-M <rsl mrme in»*;[>arahle, car !<'>n intégration »c 
r>irr(/'fi'r, coinnie iioii» iillorift voir, au |iroMèiiie <Ie Dirichlel. .Nous nous 
(iropotoni fl«' iii'Kitn'r (|ii<r l'on (wiit tmuvftr une Tonction a, finie et con- 
tidijc diiii» iiri'- aire Honrn''; S ainsti (jue n'rH rlf:rivi;f;s des deux premiers 
ordre", vérifififrt l'équation projMw'-e, cl prenant sur le contour * de S des 
valeur" driuu/;cH d'avanre. l<a fonction /('j7,_y; qui figure dans le second 
fneidljre n^-ra nuppotée continui; dan» S, et, de plus, nous supposerons 
(pi'elle admet dan<t cette région de» dérivées partielles du premier ordre 
eoritiuuen. 

Il e>it d'iihord évident qu'il ne peut extMt<.T deux fonctions u et u' satis- 
rai^arit iiiik coiirlitiofifi éurHieée», car leur diflërence u — u' satisferait évi- 
d'-niroeiil fi l'éipiiitioii de Laplace et n'annulerait sur s. 

V\\t', xerait doue ideritiqiieuienl nulle, 

l,a MoliitîrMi l'Ht donc unique, si toutefois elle existe. 

Soient eucoi'c u et v deux fonction» vérifiant ré(|uation. On aura de 
rioiivciiK 



étant liiiiriioriique daiiH S. Si v s'annule sur le contour s, prendra sur< 
lu ni<*>iue HiicefHhion de valeur» que u. Notre problème sera donc complète- 
ment rénolu »i non» Iroiivous une iutégrule f de l'équation s'annulant sur 
le rotiloiii', nii', pour «clurver lu soluliori, Il suffira de résoudre le problème 
de hiriclilct poui' l'aire S cl la sueccssion donnée U de valeurs sur le con- 
liiur. S(Ht la fimction liariiionifiue ainsi dcterinitiée, alors 



hei'ii la Holuliiui du problème proposé. 

Il iioUN ri'sle donc Hi'uleiueiit à trouver la l'<i 
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2. Nous y arriverons aisément par Temploi de la fonction connue sous le 
nom àe fonction de Green^ et dont voici la définition. Elle est harmonique 

dans S, excepté en un seul point P où elle devient infinie comme log-> 

r désignant la distance du point mobile xy au point P. De plus, elle s'îmnule 
sur le contour. 

Il existe évidemment une fonction, et une seule, répondant à ces condi- 
tions. 

Formons, en effet, une fonction co harmonique dans S et prenant sur s 

les mêmes valeurs que log-« Alors la différence 
(i) G(:r,j; a, />) = ]og- — « 

sera la fonction cherchée (nous désignons par a, 6 les coordonnées du 
point P). Il ne peut en exister une seconde, car on voit sans peine que la 
différence de deux fonctions G serait identiquement nulle. 

Pour abréger, nous appellerons P le pôle de la fonction de Green, comme 
le font plusieurs auteurs, bien que ce mot soit employé avec une autre ac- 
ception dans la théorie des fonctions d'une variable (*). 

La fonction de Green jouit de l'importante propriété exprimée par l'éga- 
lité suivante 

(2) G(a, b; fl^i, />i) =: G(a,,6,; n,b). 

On le démontre en entourant chacun des deux points aô, a^ b^ d'un petit 
cercle, et appliquant à l'aire £, qui résulte de S par la suppression des 
aires de ces deux petits cercles, la formule de Green 

/^[UAV-VAU]rfi+jr(u^-V^)^. = o, 
dans laquelle on fera 

\] = G{x,y\ a,b), V = G(.r,7; «,,6,). 

Rappelons que, dans l'application de cette formule, les dérivées -r- sont 



(*) Cf. Harkack, loc. cit. 
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prises dans la direction de la normale intérieure à Taire S, et que cliaque 
courbe du contour est parcourue dans le sens direct relatif à cette courbe 
prise isolément. Je n'insiste pas sur cette démonstration qui est clas- 
sique (*). 

Il en résulte que si, laissant fixe le point xy^ nous considérons le pôle ab 
comme variable, les fonctions G(a, 6)et (ji(ajb) seront harmoniques, la 
première dans S sauf au point xy^ la seconde dans toute l'étendue de S. 

Par suite aussi, xy restant fixe, G(a, h) tendra vers o quand ab tendra 
vers un point du contour. 

Nous allons présenter ces conséquences sous une forme un peu différente 
qui nous sera utile plus loin. 

Détachons de S {^g» 8) une bande mince, mais d'épaisseur finie, qui 

Fig. 8. 




décompose S en deux parties séparées S^ et Sj, et supposons que xy soit 
mobile dans S^ et ab dans Sj. 

G(a?,y; a, 6) deviendra alors une fonction cotitinue des quatre paramètres 
ic, y, a, fret, d'après un théorème général, cette fonction sera uniformé- 
ment continue dans les conditions où nous sommes placé. Autrement dit, 
à tout nombre e on pourra faire correspondre un nombre p tel, que si l'on 
considère deux cercles de rayon p n'empiétant pas sur la bande mince et 
ayant pour centres l'un un point quelconque de S,, l'autre un point quel- 
conque de Sj, la variation de G sera inférieure à £ tant que xy ne sortira 
pas du premier cercle et ab du second. 

Si donc nous prenons un point m sur la partie de s qui appartient à Sj, 
comme centre d'un arc de cercle de rayon p, et si ab ne sort pas de ce petit 
cercle, on aura 



(») Voir, par exemple, Riemann : Schwere, Elektricitàt und Magnetismus, 
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quel que soit a;, y dansSi, puisque Ton a rigoureusement G (x, y; a, b) = o, 
quel que soilx^y dans S, quand a, b est au point m lui-même. 

Dans la dernière inégalité, nous avons écrit G et non pas | G|, parce que 
la fonction de Green est toujours positive. 

3. Proposons-nous maintenant de trouver l'intégrale continue p qui s'an- 
nule sur le contour de S. 

Soit a, b un point quelconque intérieur à S. Entourons ce point d'un petit 
cercle c et considérons l'aire S' limitée par s et c. Soit G {x^y\ a, b) la fonc- 
tion de Green relative au point a, 6. 

Les deux fonctions p et G sont, par hypothèse, finies et continues, ainsi 
que leurs dérivées des deux premiers ordres dans l'aire S'. On peut donc 
leur appliquer la formule de Green relativement à cette aire 

/X<"«=-«*-"'"'^-X(''s"-«^)*-*-X(-j"-«m)*=»- 

Or AG est nul dans S', quelque petit que soit c. La première intégrale se 
réduit donc à — / / Gùkvdxdy. Mais on a Ap=/(x*,j^), et l'intégrale 

/ I /(^^y)^ dxdy tend vers o quand c tend lui-même vers o, comme on 

le voit en employant des coordonnées polaires et remarquant que le pro- 
duit rG tend vers o avec r. La première intégrale tend donc vers une limite 
finie et déterminée 

quand le cercle c tend vers o. 

La seconde intégrale, relative au contour 5, est nulle, puisque p et G sont 
nuls sur 5(*). 

La troisième intégrale peut s'écrire de la façon suivante : 

dn J \ dn dn) ' 



( *) Ceci suppose, à la vérité, que -j- reste finie en tous les points du contour; mais nous 

verrons que tel est le cas. 

Fac. de T. — VI. H. 5 
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en tenant compte de la définition de (i. D'ailleurs, 



d\og- . 

° r i ar 



I 



dn r dn r 

On a donc 



/ 



^iog- 2ir 



dn 



dc^=-— I vdô. 



et cette intégrale a pour limite - - 21: w'(a, b). 

L'intégrale / (^' ^/^ ■+" ^' "/~ ) ^^ ^^^^^ évidemment vers o. 
On a donc finalement 

(3) ^{a,b)^--^Jjy{x,y){^{x,y;a,b)dxdy, 

et nous avons ainsi la valeur de la fonction cherchée au point a, b. 

Mais nous Tavons obtenue en supposant qu'il existe effectivement une 
fonction r, ce qui n'est nullement évident. Il faut donc démontrer inverse- 
ment que la fonction p, définie par l'équation précédente (3), satisfait aux 
conditions suivantes : 

Elle est continue dans S ; 

Elle y admet des dérivées du premier ordre continues; 

Elle y admet des dérivées du second ordre continues; 

Elle vérifie l'équation Ap' =f(x^y); 

Elle s'annule sur le contour. 

C'est ce que nous allons faire maintenant. 

4. Le premier point demande à peine une démonstration. Traçons au- 
tour de a, b un petit cercle c. Soient S< la partie de l'aire extérieure à ce 
cercle, S^ l'intérieur de ce cercle. 

L'intégrale relative à S^ est évidemment continue tant que a, 6 reste dans 
le cercle. L'intégrale S^ peut être rendue aussi petite que l'on veut, puis- 
qu'elle tend vers o avec le rayon du cercle. L'intégrale totale est donc une 
fonction continue de a, b. 

Le second point est un peu plus délicat. Bien que l'intégrale 



-rjy>--^>"^'^r^-''- 
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ait une valeur finie et déterminée, comme on le voit en employant des coor- 
données polaires, il n'est pas certain qu'elle représente ^> car nous ne 

sommes pas dans les conditions où Ton peut, sans crainte, difTérentier sous 
le signe somma toire. 

Il est donc nécessaire de montrer que Ton a bien 

Décrivons un petit cercle c(*) contenant, dans son intérieur, les deux 
points a, 6 et a "h Sa, b. Soit S| la partie de S extérieure à ce cercle. 

L'égalité précédente est vraie certainement pour Taire S,, caria fonc- 
tion G et sa dérivée sont continues dans S<. 

D'ailleurs, l'intégrale / l f{x^y) — G{x^y^a^b)dxdy tend vers une 
limite quand le rayon du cercle c tend vers o, car l'intégrale 



tend vers o avec c. Elle peut s'écrire, en ell'i^t, 

//•^^'^' "^^ "r« " ^^'^ '^'^ // •^^'^'•^^ ^ ^"^ "^^'^ 

et la chose devient alors évidente si Ton emploie des coordonnées polaires. 
Il reste donc seulement à montrer que l'intégrale 

tend vers zéro avec le rayon du cercle c, et il suffira de démontrer ceci en 
remplaçant G par log- • 

Appelons r et r' les distances de a;, y à a, 6 et à a 4- Sa, h. 



(* ) Cf. BotQUET, cité par M. Picard, Traité d'Anal y se y t. I. 
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Dans le triangle ayant pour sommets ces trois points, on a toujours 

^r — r' <i' oa \ 

Élevons sur le milieu de a, 6; a -r- oa, b une perpendiculaire qui divise c 
en deux parties T, et Ta- 

Dans T| , on a /• <[ r' ; dans T2, on a /• > r\ 
Considérons d'abord Tintégrale étendue à T, 



//. 



log-, -log- 
Z^-^'j) TZ - dxdy. 



^« 



On a, dans T,, 



développement possible, puisque r est plus petit que r'. 

Or la série entre crochets est inférieure à la progression géométrique dont 

la raison est , - et qui a pour somme 

/•' — /• / r' — r\ r' — /• 

r' ■ • V ^^) ~ ~~r~~' 

On a donc 

i/, I , i\' r' — r I 1 

r r logp-iogi 

L'intégrale / / /(-^j v) r dxdy sl donc un module plus petit 

que / / f(xjy)drd(}y c'est-à-dire plus petit que 21: MD, en appelant M le 

maximum du module dc/(xyy) dans c et D le diamètre de c. 

On répéterait la même démonstration pour Taire Tj. 

Il résulte de là que l'intégrale relative au cercle c peut être rendue aussi 
petite que Ton veut. On a donc bien 









et cette dérivée est une fonction continue, puisque nous avons vu que Tin- 
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tégrale du second membre, étendue seulement au cerclée, peut être rendue 
aussi petite que Ton veut. 

5. Si maintenant nous passons aux dérivées secondes, le même raison- 
nement ne sera plus applicable, car Fintégrale 

n'a plus de sens. Un artifice est nécessaire; nous l'empruntons à Rie- 
mann (*). Partons de l'expression obtenue 

La seconde intégrale admet des dérivées de tous les ordres. 
Pour transformer la première, remarquons que l'on a 

da ^ r ojr ^ r 

Cette substitution permettra d'intégrer par parties. Mais, pour plus de ri- 
gueur, commençons par séparer de S un petit cercle c comprenant le 
point A, et soit S' l'aire ainsi obtenue. On a alors 



=-/ /(•^•»/)lo?7.^r-+-yy^^logiû?j:<v, 



l'intégrale curviligne est prise positivement sur le contour total de S' ot 
peut s'écrire 

-+- / /(x,/) log-cosacfe-h I f{jc, y) \og-cosa de. 

Dans ces deux intégrales, a désigne l'angle de la normale intérieure à S' 
avec l'axe des a;, et chaque courbe doit être décrite, en ayant à gauche 
l'aire enveloppée par la courbe. 



(*) Riemann-Hattendorp, SchwerCy Elektricitdt und Magnetismus. 



H.?8 X. PARAF. 

Si maintenant oo fait décroître le rayoD du cercle e, les intégrales doubles 
relatives à S' tendent vers les intégrales relatives à S, parce que les mêmes 
intégrales, étendues au cercle c, sont infiniment petites. 

L'intégrale relative à x ne change pas, et celle qui est relative à c tend 
vers o. On a donc, en toute rigueur, 

et enfin 

*^' aji^— — //(jr,7)log^cos3trfî 

On aura de menu* 
'^' a7t^=~y/(x,7)Iog^sin«rf5 

On voit hicn maintenant que v admet des dérivées partielles du second 
ordre, car les trois intégrales admettent des dérivées du premier ordre, et il 
est clair que, sï /(j:,y) admet des dérivées jusqu'à Tordre n, r admettra 
des dérivées jusqu'à l'ordre n -4- i . 

Mous pouvons, au moyen de ces expressions, former Ae . il vient 

(6) 3irAi'^+j7(x,7)^Iog^y:( 

[Nous avons mis le signe ( + ) devant les deux premières intégrales, parce 
que nous avons remplacé sous le signe / les dérivées en a et & par des dé- 
rivées en X etjv.] 

La troisième intégrale est nulle, parce que Aw = -.-^ ■+- -rj^ = o. 

Mais cclli.' (.•xtiM'saiuii \;i .si; siinpliruM' liicri Llaviuilagc. 
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Reprenons Taire S' dans laquelle les fonctions / cl log- sont continues, 
ainsi que leurs dérivées premières. On aura, d'après une formule de Green» 

/ //(•^>/)Alogyya7<r 
D'ailleurs, Alog- = o dans S'. On a donc 



• ^'^ I .. I 




'-j/K^-j/K'"\/ J\ii -lï ■ - Z <//7'""' 



Si maintenant nous faisons décroître indéfiniment le rayon de c, la pre- 
mière de ces intégrales ne change pas, la seconde tend vers une limite qui 

est évidemment — 21: /(a, i), et la troisième tend vers / / . On a donc 

J Js 



:)//.w'.^.<-//fë^"*^^-::^. 



dx dy — 2 TT /( a, ^ ). 



Ajoutant membre à membre les équations (G) et (7), il vient 

p est donc bien solution de l'équation proposée. 

6. Il nous reste enfin à faire voir que, quand x, y tend vers un point du 
contour, v tend vers o. 

Remarquons à cet effet que, si nous appelons D la plus grande corde 

du contour et ^M la plus grande des deux quantités - et D log|r 1, on aura 

toujours 

o< /'G < M. 

En effet, le produit rlog- ? quand r varie de o à i , part de o pour revenir 



à o en passant par un maximum égal à -• Si D est ^> i et que /• continue à 



H./^o 
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varier de i à D, le produit devient négatif, et son module croît de o à 



D 



log 



D 



Or la fonction G est, comme on sait, toujours positive. Si Ton pose 



on aura toujours 



G = log- — 0), 



ci> <; log - 



De plus, la plus grande valeur négative de co sur le contour est certainement 



inférieure en valeur absolue à 



log^T , d'après la définition de co. 



On a donc certainement et toujours 



et a fortiori 



Donc, enfin. 



-D 



iogj\i< w < i^g-^ 

logjj <ra)</Iog- 



log^ <rM</log^ 



M ^ M 

2 2 



rG<M. 



Cela posé, soit m (Jig- 9) un point du contour. De ce point comme centre, 



FÎK- 9- 




avec des rayons /% et r^ (/j > /'a)? décrivons des arcs de cercle qui vont dé- 
couper dans S une bande annulaire d'épaisseur r^ — r^- Plaçons le point a, b 



SUR LE PROBLÈME DE DIRICIILET. H.4l 

à rintérieur de r.^ et partageons l'intégrale en deux parties, Tune relative 
à rextérieur S^ de /*,, l'autre à son intérieur 83. 

Nous avons vu au n" 2 qu'on peut décrire de ni comme centre un cercle 
de rayon p assez petit, pour que, a, h étant «1 l'intérieur de ce cercle et x^y 
dans S|, on ait toujours G <; e. 

Si donc F désigne le module maximum de/(a7, j/-) dans S, et si A désigne 
l'aire totale S, l'intégrale relative à S, aura un module inférieur à 

-FAfi. 

27: 

Quant à l'intégrale relative à S^, son module reste inférieur à 

— FM 2 7: 2 r, r-_ 2 FM /'. . 

27r 

On a donc, tant que «, b reste dans le cercle p, 

\v\<i — FA e -r- 2 FM /•,. 

' ' 271 

A, F et M sont des quantités lixes, e et i\ sont arbitraires et peuvent être 
choisis aussi petits que nous voulons. Le théorème est donc démontré. 

7. Nous avons démontré plus haut que la fonction r admet des dérivées 
des deux premiers ordres continues dans S. Il est nitéressant de savoir si ces 
dérivées tendent vers des valeurs finies et déterminées quand le point mo- 
bile se rapproche d'un point du contour. C'est là un fait que nous avons 
admis implicitement au \\^ 3, au moins pour les dérivées du premier ordre. 
Bien qu'une démonstration rigoureuse de ce point ne soit pas nécessaire 
pour l'objet que nous avons en vue, puisque nous avons vérifié après coup 
que la fonction p répond bien à la question, il peut être intéressant d'être 
fixé à ce sujet. 

Nous ne procéderons pas directement, à cause des difficultés que pré- 
sente l'emploi de la fonction G et de ses dérivées lorsque le pôle et l'argu- 
ment tendent simultanément vers un point du contour, et nous traiterons 
d'abord le problème suivant : 

Ç^uc devient la fonction r si Von suppose que f{x,y)^ satisfaisant 
encore j en général y aux conditions du problème précédent j admette un 

Fac. de T. -- VL H. 6 
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seî{men( Ali de l'axe des x comme li^^ne singulière, sur les deux bords 
de laquelle la fonction f et ses déris^ées premières prennent des valeurs 
différentes^ mais finies et déterminées. 

i )ii voit tout d'abord que les raisonnements des n*'* 4 et 6 subsistent en- 
tièrenioiil. La fonction r définie par la formule ( '3 ) est encore continue 
dans S, y admet des dérivées premières continues et tend vers o sur le 
contour. Mais le n*" 5 doit être niodiJié. 

Reprenons la formule 

1/axe des x partajçe S en deux parties. S, et S^. Supposons, par exemple, 
a, />dans S,. On aura 

- 9.T. 4- ~ / / /^ •'» ^ ^ ~! '^r - ^'' ^y 

à a J J^ On ^ r 

- / /A''>-^4^«og^/xrf. -- \'Çf(x,y)^£djcdy. 

On peut appliquer à la première de ces intéj^^rales la transformation du 
n® 5 et le mèmerésuhal sera atteint pour la seconde au moyen d'une simple 
intéj^ration par parties. On aura donc 

-27: -r- - //(.r, r)Io{j:7.cosar/.v, ,- / /(x, v) log ^ cosa €/,ç, 

Il ne faut pas oublier que, dans les intégrales simples, ds est toujours 
pris positivement, et a est Tangle fait avec Taxe des x par la normale inté- 
rieure à l'aire considérée. 

Si l'on remarque que 6*, et s.^ ont en commun le segment AU, il vient 

:i7:-^]^= / /(x,y)\o^~cosxcls 

^ s 

Dans la seconde de ces intégrales, /, et /a sont les valeurs que prend 
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f{jc^y) en deux points infinimcnl voisins du point (a;, o), mais situés, le 
premier dans S, et le second dans S^. a est relatif à la normale intérieure 
à S,. 

On a, de même, 



-27r~ -- I /(jr, y) \oii;^s\n(x ris 



\- 



f (/, -.A)logisina6/.ç-^ j Hl^^ l Ç. il. 

•Ail *' • S, ". • «^-S, •' 'S 



Toutes ces intégrales, sauf peut-être celles qui sont relatives à AB, ad- 
mettent des dérivées continues quand le pointa, b tend vers un point de AB. 

L'intégrale / qui figure dans -^ est identiquement nulle, puisque 

cosa = o sur AB. Il en résulte déjà que ^ -j et .- vr existent et sont conti- 
nues, même quand a, b traverse AB. 

Reste seulement à examiner Tintégrale suivante 



bds 



*^AB ' AB 

/•* " ( .r - a)' H- />^ ds - d.x\ 



h- -(:v -nY 

Soit M {fig- 10) le point de AB vers lequel tend a, b. Décrivons de ce 

Fijî. 10. 










A,u.^::r___JJ.J:::k ? 

point comme centre un demi-cercle A, , Ao dans lequel a, b va rester en ten 
dant vers M, 

/• '^^ b dx 
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La première et la troisième intégrale tendent évidemment vers des li- 
mites finies quand a, b tend vers M, le cercle restant fixe. 

Quant à la seconde, elle tend aussi vers une limite, puisque l'on a 

/^'' hdx œ»-- a , x, - a à r»* 

/ T, ., ~ arctang , arclang — , - -:arcA,PA, 

J^ ^«H-(j: - a)» ^ h ^ b 

dont la limite est it. 

Ainsi ^ .^ tend vers une limite finie et déterminée quand a, b tend vers un 

point M de a, 6. Mais cette limite est différente suivant que a, b tend 
vers M par S, ou par Sjj. 

Si l'on voulait étudier ^ . en partant de ^i le même raisonnement ne 

serait pas immédiatement applicable, parce que l'on aurait à considérer 
une intégrale qui n'est pas absolumetii convergente. On surmonterait cette 
petite difficulté en se rappelant que/, — /^ admet par hypothèse des déri- 
vées premières. Mais ce calcul est inutile, puisque nous avons déjà constaté 

la continuité de -^ — rr • 

an Ou 

Kn résumé, les dérivées du premier ordre sont continues dans toute Té- 
tendue de S. Il en est de môme de -t-t et -. ,, > mais - ,- éprouve un saut 

brusque en traversant la ligne singulière. 

Cela posé, revenons à la question qui fait l'objet de ce paragraphe, et 
supposons d'abord qu'une portion AB (/ig' 1 1) de l'axe des x fasse partie 

rig. II. 




du contour s. Joignons A et B par un trait continu ne se coupant pas et 
détachant de S une aire S' simplement connexe et tout entière au-dessus 
de l'axe des x. Appelons S" l'aire symétrique de S' par rapport à AB. 

Nous pouvons toujours former une fonction harmonique dans S' et 
prenant sur le contour de S' les mêmes valeurs que i\ La différence 
iP = p — joue alors pour S' le même rôle que p pour S. Définissons main- 
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tenant dans S" une fonction que nous appellerons encore /(a;, y) et qui 
prendra en chaque point de S" une valeur égale et de signe contraire à celle 
que prenait /(j;, /) au point symétrique dans S'. Nous avons ainsi une 
fonction /(x, y) définie dans l'aire 1 =S'-t- S" et admettantla droite AB 
pour ligne singulière. 

Il existe donc une fonction W, continue ainsi que ses dérivées premières 
dans toute l'étendue de 2, admettant dans S' et dans S" des dérivées se- 
condes continues (*), et satisfaisant dans chacune de ces régions à l'équa- 
tion AW z=fÇx,y). De plus, W s'annule sur le contour de 2 et est don- 
née par la formule 

Mais il est clair que W s'annule en tous les points a, b de l'axe des x, car, 
alors, en deux points symétriques, G prend la même valeur et / change 
seulement de signe, de sorte que les éléments de l'intégrale se détruisent 
deux à deux. 

W s'annule donc sur le contour de S' et coïncide, par suite, avec tv dans 
l'aire S'. Or les dérivées des deux premiers ordres de W sont continues 
dans toute l'étendue de S' et sur AB. Il en est donc de même pour tv; et 
comme la fonction harmonique G jouit de la même propriété, la chose se 
trouve ainsi démontrée pour p. 

Ce résultat s'étend immédiatement au cas où le segment rectiligne AB est 
remplacé par un arc régulier AB de ligne analytique. Formons, comme pré- 
cédemment, une aire simplement connexe S' détachée de S par une ligne 
analytique intérieure allant de A à B, et déterminons la fonction G rela- 
tive à cette aire. La diCFérence tv = p — joue le rôle de p par rapporta S'. 

Effectuons alors la représentation de S' sur un demi-cercle dont le dia- 
mètre correspondra à l'arc AB du contour primitif. Gomme S' est limitée par 
des lignes analytiques, la fonction de transformation et ses dérivées reste- 
ront continues et déterminées, même au delà de ce contour. D'ailleurs, 
par cette transformation, l'équation 



(M Et tendant vers des valeurs détermioées, mais distinctes, quand le point mobile tend 
vers l'axe des x en restant dans Si ou dans S^. 
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va devenir 

F(xjy) étant le produit de ce que de\'ient/(x,^' ) par un facteur indé- 
pendant de iret dépendant seulement de la fonction de transformation. Or, 
à l'égard de la fonction iv\ définie dans Faire S', transformée de S', tout ce 
qui a été dit plus haut est applicable. Ses dérivées restent donc continues 
jusque sur le contour de S,. Le même résultat subsiste donc dans Faire S' 
pour la fonction iv, et, par suite, pour la fonction c\ 

Il est donc établi que les dérivées des deux premiers ordres de p restent 
continues sur tout arc analytique régulier du contour de S. 



»•••■ 
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CHAPITRE in. 

L^ÉQUATION LINÉAIRE GÉNÉRALE. 



1. Nous allons maintenant considérer Téquation générale (* ) 

âx^ ôx oy oy^ ôx ôy 

dans laquelle les coefficients A, B, . . . désignent des fonctions de x et^ qui. 
dans une région R du plan, sont finies, continues, bien déterminées, et ad- 
mettent des dérivées partielles également continues des deux premiers 
ordres. 

On peut se proposer à l'égard de cette équation un problème analogue 
à celui de Dirichlet, et chercher une fonction u admettant, dans une aire S 
intérieure à R, des dérivées continues des deux premiers ordres, vérifiant 
l'équation (i) et se réduisant sur le contour s à une fonction arbitrairement 
donnée d'avance. Nous n'arriverons pas, sans doute, à résoudre ce pro- 
blème aussi complètement que celui de Dirichlet, mais nous donnerons 
des conditions suffisantes, sinon nécessaires, pour qu'il existe une telle so- 
lution et qu'il n'en existe qu'une. 

Nous allons, avant tout, ramener cette équation (i) à une forme plus 
simple qui facilitera cette recherche. 

Substituons d'abord aux variables x et y de nouvelles variables X et Y 
au moyen des formules 

dont le déterminant ne devra s'annuler en aucun point de S. 
L'équation va devenir 

(a) A' 5j^. H- 2B' ^^^ + C -^Y, -H ^1>' Jx + 3E' ^ 4- F'« -o. 



(') Voir plus loin pour le cas d'un second menihrc. 
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et Ton aura 

dx dx \ àx dy ' dy dx) ' dy dy 

Or il est facile de voir que, par la même substitution, la forme quadra- 

ti(jue 

A dy^ — i\i dx dy -^ C dx* 

se transforme identiquement en 

A' ^Y* - 2 B' d\ dY H- (7 d\\ 

à un facteur près, toujours positif, et qui n'est jamais nul ni infîni. 

Il résulte de là que pour ramener les termes du second ordre dans notre 
équation à la forme 

^ dyj'^''^ ôXdY^^ 5y*' 

où A', B', C sont choisis arbitrairement, il suffît de chercher la substitution 
(jui donne lieu à l'identité 

(3) Ady*-2Udxdy^Cdx*=p{A'dY*-'2B'd\dY hC'dY'). 

Nous sommes donc ramenés au problème des Cartes géographiques, qui 
exige seulement, comme on sait, l'intégration d'une équation ordinaire du 
premier ordre, laquelle coïncide ici avec l'équation des caractéristiques de 
la proposée. 

Suivant que ces caractéristiques seront réelles ou imaginaires, c'est-à-dire 
suivant que B- — AG sera positif ou négatif, nous saurons donc, par une 
substitution réelle, ramener l'équation à l'un des deux types suivants 

, , , d^u du , du 

(4) ÔXàY^ ''àX-^^dY-^"' = ''' 

d^u â^u du , du 

(D) __+_+a^ + 6^+c«=.:o. 

Dans ces écjuations, les coeflîcients sont de même nature que ceux de 
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Tcquation (i). En particulier, c ne diffère de F que par un facteur positif 
qui n'est ni nul ni infini dans toute l'étendue du domaine R' qui correspond 
à la partie de l'ancien domaine R où B^ — AC garde un signe constant. 

Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons à l'étude de l'équation (5). 

Le domaine R' est maintenant celui où les coefficients a, 6, c sont finis et 
continus avec leurs dérivées des deux premiers ordres; nous n'en sortirons 
plus désormais, et négligerons par suite de le mentionner, quand nous par- 
lerons de l'équation (5). 

2. La première question qui se pose est maintenant la suivante : 

Une intégrale est-elle déterminée par ses valeurs le long d'un contour 5? 

Commençons par traiter un cas particulier, en supposant que le coeffi- 
cient c soit négatif et non nul dans S et sur s. Je dis que dans ce cas il ne 
pourra y avoir deux intégrales a, et a^ prenant sur s les mêmes valeurs. Il 
faut donc faire voir que, si une intégrale u^= u^ — u^ s'annule sur 5, elle est 
nécessairement nulle dans S. Or nous allons voir qu'elle ne peut prendre 
dans S aucune valeur positive. 

Si la fonction continue u pouvait prendre dans S des valeurs positives, 
elle aurait une certaine limite supérieure M, positive, qu'elle atteindrait au 
moins pour un point x^^y^ de S. Donnons alors à j)^ la valeur fixe^o ^^ f^^" 
sons varier a? de a;© — £ à a;© 4- e. 

Entre a;o — e et x^^ la fonction uix^y^^ est croissante ou constante. 

Entre x^ et x^ -f- e, la même fonction est décroissante ou constante. 

Ainsi, dans le premier intervalle, la dérivée -p est positive ou nulle, dans 
le second elle est négative ou nulle. Elle est donc nulle au point x^^y^ et de 
plus n'est jamais croissante entre x^ — t çXXq-\' e. Donc ^-^ est au point 
Xo,/o négative ou nulle. 

Mêmes raisonnements pour y et -p-,- 

On a donc au point x^^y^ 

du du d^u ^ d*u ^ 

">°' 5i=°' à}=°' Â^=°' ÏÏP=°- 

Le premier membre de (5) serait alors, pour x = Xq et y = yo, Isl somme 
de trois quantités dont aucune ne serait positive et dont la troisième au 
moins ne serait pas nulle, ce qui est impossible. 

Fm. de T, — VI. H. 7 
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Il est donc établi qu'aucune intégrale u ne peut avoir dans S un maximum 
positif, en entendant le mot maximum au sens le plus large, de limite supé- 
rieure. 

Elle ne peut non plus avoir une limite inférieure négative, comme on le 
voit en changeant u en — u. 

Dans tout ceci on n'a pas fait usage des valeurs de u sur s. 

Nous avons donc établi les résultats suivants : 

F 

Quand dans une aire S le coefficient c = ^ est constamment négatif et 

non nul, aucune intégrale continue ne peut avoir de maximum positif ni de 
limite supérieure positive à l'intérieur de S, ni de minimum négatif ou de 
limite inférieure négative. 

Si les valeurs sur le contour sont toutes nulles, l'intégrale sera nulle dans 
l'intérieur de S. 

Si les valeurs sur le contour sont positives ou nulles, la fonction ne de- 
viendra jamais négative et n'aura pas de maximum dans Taire. 

Si les valeurs sur le contour sont négatives ou nulles, la fonction ne sera 
jamais positive et n'aura pas de minimum. 

En tout état de cause, les valeurs positives de la fonction seront infé- 
rieures à la plus grande des valeurs positives sur le contour, et les valeurs 
négatives seront inférieures en valeur absolue à la plus grande valeur néga- 
tive sur le contour. Ces résultats nous serviront plus tard. Remarquons 
seulement qu'ils ne sont établis j usqu'à présent que si, dans S, c est négatif 
et non nul. 

3. Revenons maintenant au cas général, et posons 



u = 5(', 



p étant la nouvelle fonction inconnue, et z une fonction que nous laissons 
arbitraire pour le moment et assujettie seulement à la condition d'admettre 
des dérivées continues des deux premiers ordres. 
L'équation devient alors 

.^. (d^v d^v\ ( dz \du ( àz ,\du „, , 

en appelant F( j) le résultat de la substitution de ^ à la place de u dans le 
premier membre de (5). 
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A rinlégrale ude (5) correspond maintenant une intégrale p de (6) pre- 
nant sur le contour les valeurs - • 

Si alors on suppose que la fonction z ait été choisie de telle sorte que 
dans la région considérée du plan on ait constamment 

(7) ->^» F(5)<o, 

les inégalités étant prises au sens précis du mot et excluant l'égalité, alors 
on retombera sur le cas précédent, et tous les résultats obtenus seront en- 
core applicables au contour S et à la fonction v. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème suivant : 

Dans le voisinage de tout point x^^y^^ on peut tracer un domaine D 
a^sez petit pour que j un contour quelconque s étant tracé dans D, l'in- 
tégrale de {5) soit complètement déterminée par ses valeurs sur s. 

Il suffit, en effet, de montrer que dans le voisinage de tout point on peut 
déterminer une fonction z satisfaisant aux conditions (7). Or ceci est tou- 
jours possible et de bien des manières. Posons 

z z= sinm(a: — a), 

meioL étant deux constantes indéterminées et /?? >• o ; z sera positif si l'on 
prend m(x — a) entre o et it. 
On a, d'ailleurs, 

F(2)=(c — m*) sinni{jc — a) 4- macosm{x — a). 

Pour que F(z) soit négatif, x restant dans l'intervalle déterminé, il suffira 

de prendre 

m* — c 



acoim{x — «)< 



m 



Appelons A le module maximum de a. L'inégalité peut s'écrire 



a , ^ m*— c 



COlm(.r — «)< 



A ni\ 



Prenons alors pour m une quantité supérieure à la plus grande valeur 
positive de c. Le second membre devient une quantité positive et non nulle 
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dont j'appelle cotmao la limite inférieure, a© est certainement compris 

entre o et — et différent de ces deux limites. 

D'ailleurs, on a 

a 

Donc, si Ton prend a? -— a entre a© et a©, l'inégalité sera certaine- 
ment vérifiée. 

En résumé, si l'on trace une bande parallèle aux y et de largeur égale 

à 2ao, pour tout contour situé tout entier dans cette bande, il ne 

pourra y avoir deux intégrales prenant les mêmes valeurs le long du con- 
tour. 

Il est clair que si nous avions pris 

z z=z sinm{(xa; -+- ^y — y), 

nous serions arrivé à une bande de direction arbitraire. 

Le théorème que nous avions en vue est donc démontré en toute rigueur, 
mais les limites que nous obtenons ainsi sont certainement beaucoup trop 
resserrées et purement théoriques. On trouvera dans chaque cas particulier 
des limites beaucoup plus larges en appliquant plus habilement la même 
méthode. 

Voici un ou deux exemples : 

Soit l'équation 

a elb désignant des fonctions continues quelconques. 
Prenons :; = ^~*^, 

Pour a = ^, il vient 

Les conditions (7) sont ici remplies, quels que soient x et y. 

Donc, pour un contour quelconque, il ne peut y avoir deux intégrales de 
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réqualion (8) prenant les mêmes valeurs sur le contour. On remarquera 
que, dans cet exemple, le coefficient c n'a pas un signe constant. 
Prenons encore un exemple où c soit positif, 

(9) Af/ -h A:' // = o, 

k étant une constante, et posons -j — R^ — (.r — a)^ — (y — P)^> 

Si nous prenons R < t» les conditions (7) sont vérifiées à l'intérieur de 
tout cercle de rayon R. L'intégrale est donc encore déterminée par ses va- 
leurs sur tout contour dont aucune dimension n'excède 7 • 

A- 

Pour la même équation, l'emploi de la fonction z = sinm(aa; -f- Py) 
conduirait à une bande de largeur t et de direction arbitraire. 

4. Une dernière application de la méthode nous permettra de démontrer 
un théorème très général (* ) dont nous avons déjà vu un cas particulier. 

Pour toute aire S en tous les points de laquelle c n^ est jamais positif y 
V intégrale est déterminée par ses valeurs le long du contour. 

Il suffît ici de prendre 



a làx 



a et M étant des constantes indéterminées. On a, en effet, 

F(5)= -«(«'e"'- «Me**'— aae"'-h c)= 5 j ae«"'[a — (a -+- M)^-"-*] 4- c j. 

Prenons pour M une quantité positive supérieure au module de la plus 
petite valeur de a. Alors a -f- M est toujours supérieur à un nombre posi- 
tif Ar. D'ailleurs, dans l'aire S considérée, quelle qu'elle soit, pourvu qu'elle 
soit limitée, on a 

c >o, e-""*'> h > o. 

Si donc on choisit pour a un nombre compris entre o et hk^ le premier 



(1) Ce théorème est plus général que celui du n**2, car ici on peut avoir c^o, tandis qu'au 
n* 2 régalité était exclue. 
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terme du binôme qui multiplie :; sera négatif et non nul, le second sera né- 
gatif ou nul : donc on aura toujours 

F(5)<o, 

et le théorème est démontré. 

Les régions du plan où c ne devient jamais positif présentent ainsi un in- 
térêt particulier et feront plus loin Tobjet d'une étude spéciale. 

5. Nous n'avons démontré jusqu'ici que des propriétés pour ainsi dire 
négatives, car nous avons montré que, dans certains cas que nous précisons, 
il ne peut y avoir deux intégrales prenant des valeurs données sur un con- 
tour. Il faut maintenant prouver l'existence de cette unique intégrale ( * ). 

Commençons par le cas d'un contour assez petit pour que le théorème 
du n^ 3 lui soit applicable. Nous supposerons aussi d'abord que ce contour 
est circulaire. 

Écrivons l'équation sous la forme 

, ^ d^u d^u du , du 

Nous procéderons par approximations successives. 

Partons d'une première fonction a, = o que nous substituerons dans le 
second membre de (lo) et intégrons l'équation 

. dux , duy ^. . 

Soit u^ l'intégrale de celte équation prenant sur le contour les valeurs don- 
nées. 

Passons ensuite à l'équation 

que nous intégrerons en supposant que v^ s'annule sur le contour; puis l'on 
passera à 

que l'on intégrera dans les mêmes conditions que la précédente. 

(}) Cf. Picard, Journal de Mathématiques ; i8go. 
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On formera ainsi une suite de fonctions 

f*l9 *'S> *'*> • • • ♦ 

qui, dans le contour, seront continues et admettront des dérivées continues 
des deux premiers ordres. La première de ces fonctions prend sur le con- 
tour les valeurs données, les autres s'annulent sur le contour. 
Si donc nous démontrons que la série 

est uniformément convergente et représente une fonction admettant des 
dérivées continues des deux premiers ordres, nous aurons bien la solution 
cherchée. En effet, cette fonction prendra sur le contour les valeurs don- 
nées, à cause de la convergence uniforme de la série (i i). Ce sera, d'ail- 
leurs, une intégrale de l'équation (lo). Pour le voir bien nettement, posons 

(t„ = «, -h t>j 4- . . . 4- i'„. 

On aura évidemment 

(12) Aa„ = a-^-h6-^ 4-c£/„_,. 

Or, par hypothèse, les séries 

sont convergentes, et même absolument et uniformément convergentes, 
comme on le verra, et ont pour sommes 

du à* il 

Le premier membre de (12) tend donc vers Aw, le second membre tend 
vers a ^ — ^ ^à — *" ^"' ^^' P^^ suite, u est bien solution de ( 1 o). 

Il sufBt donc de démontrer la convergence uniforme de toutes ces séries. 
Cette démonstration n'est pas immédiate. Pour y arriver, nous n'emploierons 
pas les expressions des u et des p que nous avons trouvées au Chapitre II 
sous forme d'intégrales doubles, et qui nous conduiraient à des discussions 
pénibles. Nous aurons recours au développement de ces fonctions en séries 
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trigonométriques. Mais nous commencerons par deux lemmes qui nous se- 
ront utiles. 

6. Lemme. — Si une fonction f{x^y) de deux variables réelles est 
continue dans un cercle et y admet des dérivées continues des deux pre- 
miers ordreSy cette fonction est développable dans ce cercle en série 

m 

(i3) f {Jc, y) = -^ '\'^{a^cosm^ ^ b„,^\nm^). 



1 

1 



absolument et uniformément convergente. 

Les a^n et b^^ sont des fonctions continues de r satisfaisant aux relations 

h est ici une constante ne dépendant que de la fonction et non du rayon du 
cercle. On a posé d'ailleurs x = rcosG, ^ = r sinO. 

Soit, en effet, 

f(^yy) —/{'' cosô, r sinô) = 9(r, ô). 

Posons 

a^= - j 9(r, Y)C0S/nyc?y, b„, = -l (^{r, y) sin my dy. 

Une double intégration par partie donnera 

/Sic ^tK 

oÇ (/•, y) cosmydy, b^=-'--^^j 9* (/•, y) sinmy dy. 



On aura donc 



|«/«| et |^/«|<-75> h = 2max\^''(r,y)\, 



m' 



11 résulte déjà de là que la série (i3) est absolument et uniformément 
convergente. Pour en trouver la somme, considérons la série suivante en p 
et 0, où r entre dans les coefficients à titre de paramètre, 

(14) *(p, ^) = - ^0 -^S 9'" (^^ cosmg -h bn sinmg). 

1 

On sait que cette série n'est autre chose que le développement de Tinté- 
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gralc de Poisson 

Quand p tend vers l'unité, $(p, 0) tend vers la somme de la série (i3), 
puisque celle-ci est convergente. D'autre part, dans les mémos conditions, 
rintégrale tend vers 9»(r, y)- On a donc bien 

90 

G)(r, y) = — ~*"2 ('^'" cos'^'^ "+" '^« sin/??{/). 



2 

1 



Le second lemme sur lequel nous nous appuierons concerne certaines 
séries numériques; nous renoncerons comme il suit : 

Lemme. — Les sommes des trois séries convergentes 
(-5) 2 



qrzl 

t/ -m 

(«0) ^ -i r, ' 

7 = « 

q —m-i-l 

.90/2/ inférieures à ^ — ;> 6?7a/?/ w//^ quantité purement numérique. 

Occupons-nous d'abord de la première, dont le nombre dos termes est 
limité. Un raisonnement géométrique bien connu nous permet d'écrire 

j^rn — i f 

^ I 2 r ft,r 



en envisageant Taire de la courbe^' = —^ r^- 

L'intégrale qui figure au second membre se calcule aisément et a pour 
valeur 

-^ — - — L {m — i) h 2 . 

m' L m — I m — \ J 

La quantité entre crochets est visiblement inférieure à une certaine quan- 

Fac, de T. — VI. H. 8 
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tité purement numérique, quel que soit/;?. Il en est de même de la quantité 
^^ • On peut donc bien écrire 



m 
m 



m — X 



I I e 



Y __Z <r i — 

1 



Pour la seconde somm(», on procédera de même. 
On écrira d'abord 

2 1 I r* dx 

et l'on arrivera à la même conclusion. 

Enfin la troisième somme se ramène à la deuxième en posant q =f?i -{- q' . 
On a donc finalement 

/W-l « oc 

('^) zl ~t; ^i + zlnr; r»-+"yi— «-t rî<— ;> c.q.f. d. 

l 1 m + l 

7. Considérons alors récjuation 

à* u d^ "-_/•/ \ 

où nous supposons que /(x, y) est développable en série trigonométrique 

avec des coefficients a^ et /;,„ dont les modules sont inférieurs à — j- Il suffira 

pour cela que/(x, y) admette des dérivées secondes limitées dans le cercle, 
mais cette condition n'est pas indispensable, et ne se trouvera même pas 
réalisée, en général, dans les applications que nous rencontrerons. La seule 

chose essentielle est la limitation des a^ et h^ en —5* 

Nous savons déjà qu'il existe une intégrale de cette équation, continue 
et s'annulant sur le cercle R. Mais nous allons rechercher directement une 
telle intégrale sous forme trigonométrique ('-), 



(ï) Cf. Picard, Journal de l'École Polytechnique, LX* Cahier. Dans ce Mémoire, il 
s'agil d'équations à coefficients analytiques. 
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Ecrite en coordonnées polaires, Téqualion va devenir 
, . - d^u i d^u i Ou , ^, 

('9) lF*-^7^W-^7d7-='^^''^^^' 



et Ton a par hypothèse 



h 



9{r,e) = ^-{-^(a„,cosfnO-hb„,sïnme), \a,„\ et \^m\<-j^ 



Essayons de vérifier l'équation (19) par une série de la forme 

(ao) M — — ~*"51 (^"* cosmO 4- (3,» sïnmQ). 

1 

En substituant ce développement supposé convergent dans (19) et iden- 
' tifiant les coefficients de cosmO et de sinA7^0, on trouve que a,„ satisfait à la 
relation 

On a d'ailleurs une équation analogue pour ^^n- 

La fonction u doit être continue dans le cercle, et s'annuler pour /' = R. 
Il faut donc qu'il en soit de môme pour les a,„ (*). Un calcul élémentaire 
donne alors, pour l'intégrale a^^ de l'équation (21) qui reste finie pour /• = o 
et qui s'annule pour r = R, la valeur suivante 

Cette expression est, comme les a,„ et ft,„, une fonction contiime de /• dans 
le cercle et sur le cercle. 

a,n admet une limite supérieure M égale à — j* On a donc 

, , 2MR* 2MR* 

' ' ni — 1 /?n- 2 



(*) Théorème de Gantor. 



H.6o 
d'où 
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\0^m\< 



>.,AR* 



nV 



X, désignant une constante purement numérique. 

Il résulte déjà de là que la série (20) est convergente et admet des déri- 
vées des deu.v premiers ordres par rapport à ô, continues elles-mêmes. 

Mais nous avons besoin aussi des dérivées en /•. 

On a d'abord 



dr L 









cette expression reste continue pour r = o. Elle donne d'ailleurs 



doc 



m 



dr 



< 



2MH 



m — 2 



2MR 



m 



doL 



m 



dr 



< , > /,= constante numérique. 



nv 



Passons aux dérivées secondes 



d^ y- m 

dr^ 






2 



«m-+-(m-i)^y* a^nr'^^^^r 



Ici encore tous les termes restent finis pour /• = o et Ton a 



d'^OL 



m 



dr^ 



< 



}Ji 



m' 



De ces calculs résultent les résultats suivants : 

Tout d'abord la série (20) et toutes celles qu'on en déduit par une ou 
deux dérivations sont absolument et uniformément convergentes. La sé- 
rie (20) représente donc bien l'intégrale que nous cherchions. De plus, 
dans le développement trigonométrique de cette intégrale u et de ses déri- 
vées, on a les limites suivantes pour les modules des coefficients de cosmO 
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et de sinmô, 



Dans u 



m* 



, T^ au du X/<R 

(22) { Dans -T-> ^TT — r- 

^ ' ^ or ad m* 

d^u d^u â^u Ih 

^^^^Ji^'dFâQ''W m' 

X étant purement numérique. 

On en déduit sans peine les limites correspondantes pour y- et -y- 

II s^agit de développer en série trigonométrique l'expression 

du du dr du ôB du ^ du sin B 

dx dr dx dB dx dr dB r 

On a tout d'abord 

ci, 




(.3) 5^cos. = cose -r^°-i;(^"cos«0. 




Or la formule 

2 cospBcosqB =z cos(/? -hq)B -{- cos(p — i])B 

et ses analogues montrent que Ton obtiendra dans(23)un terme en cosmô 
seulement par les termes —^r^ et JPy - Le coefficient de cosmô, dans le 

développement de -j-, cosô, aura donc une limite de la forme 

>.oX/iR 

i — ' 

\ étant purement numérique. 

Le terme - -^sinô conduit à la même conclusion. 
r dB 

Les coefficients de cos/nô et sinmô, dans 3- et ^> ont donc pour limite 
(24) ^^^. 

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour montrer que la 
méthode des approximations successives conduit bien au résultat. 
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suite affuiiKM* que les coefficients de cos/;^0 et sinmO ont pour limites 

Dans r, -^7- 

Dans -7-^ et 3— — ^ 

dx ày m} 

(2.5) ( 

Dans ^ et -~ — ^ 

formules obtenues en remplaçant purement et simplement, dans (22) et 

(24), la quantité h par '^ ^ > et posant, pour abréger, XgXÂrO= jjl. [xestune 

constante numérique. 

Mais ç\ se déduit de r^ comme P3 se déduit de i/j. Les limites relatives 
à P4 se déduiront donc des précédentes en y changeant h en A[jlR, c'est- 
à-dire en multipliant simplement ces limites par (jlR. Donc enfin les limites 
relatives à r„ seront 



'ii^(^R)- H^(^.R)'-'. ^(fxR)"-', ^d^R)"-'. 

11 en résulte que la série ^iv„, dans laquelle w„ désigne p^ ou Tune quel- 
conque de ses dérivées en /• et des deux premiers ordres, se présentera 
sous la forme d'une série double absolument et uniformément convergente, 
car les différents coefficients de cosmO, par exemple, dans Sw^, sont respec- 
tivement inférieurs aux termes de la progression géométrique 

1 

qui est convergente si (x R < i . H est une constante indépendante de m, et a 
est l'un des nombres 2, 3 ou 4 • 

La série totale converge donc comme V —5. 

D'ailleurs la condition (xR <; i sera toujours vérifiée si le rayon du cercle 
est assez petit, puisque ix est une constante absolue. 

La série u.^ h- ^3 -h i\ -h ... représente donc bien une fonction continue 
admettant des dérivées partielles continues des deux premiers ordres. C'est 
ce que nous voulions démontrer. 
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9. Avant d'aller plus loin, quelques remarques trouveront ici leur place. 

On peut tout d'abord étendre tous les résultats précédents à l'équation 
complète 
, ^. d*ti O^ti du , du ^ 

(26) -j— i -i- ^-T -- « 1 h 6 -r \-CU -4-/, 

contenant un terme indépendant de w. 

En effet, l'intégrale de cette équation qui prend des valeurs données le 
long d'un contour sera nécessairement unique toutes les fois (ju'il en sera 
de même en supposant /= o. Car, s'il existait deux telles intégrales, leur 
différence s'annulerait le long du contour et vérifierait Téquation homo- 
gène 

. au , du 

au =: rt -r — \- -.- 4- eu. 
ax ay 

Cette différence serait donc identiquement nulh; d'après l'hypothèse. 
De plus, la méthode des approximations s'applique à l'équation (26) de 
la manière suivante. 

Partons de w, = o et déterminons 11., par l'équation 

avec les valeurs données au contour. 

Puis déterminons l'intégrale P3 de l'équation 

. dui , ôu^ 

A(^, — a -j j- b -3 h CM, 

ax ay 

qui s'annule sur le contour, et de même ^4, P5, .... 

Tous les raisonnements déjà faits vont s'appliquer à la série des fonctions 

i/j, ç'3, ^4, Car Wa admet des dérivées troisièmes (Chapitre II, n" 5), 

puisque /admet par hypothèse des dérivées secondes comme a, ^, c, et ses 

coefficients sont donc limités en — ^ comme dans le numéro précédent. La 



série 



nv 



Wj -+- «'8 4- i'v H- . . . 



et ses dérivées des deux premiers ordres sont donc encore absolument et 
uniformément convergentes. C'est d'ailleurs une intégrale de (2G), car, en 
posant encore 

Un — M, 4- (>3 -i- ('4 -i- . . . -h ('„, 

Foc, de T — VI. II. () 
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il vient de nouveau 

-^"" = '^ -^ÂF- - ^ -dy- ^ "'— -/• 

Il n'y a donc rien à changer aux raisonnements déjà faits. 

Les résultats obtenus peuvent encore être étendus dans une autre direc- 
tion. 

I^ changement de variables qui correspond à une représentation con- 
forme transforme l'équation proposée en une autre de même espèce, et la 
nature des coefficients ne sera pas changée si la fonction de transformation 
a le caractère d'une fonction entière dans toute la région que Ton veut con- 
sidérer. On saura donc résoudre le problème pour un contour formé d'un 
seul arc analytique régulier, si ce contour est suffisamment petit, car on 
sait représenter Taire en question sur le cercle d'une manière conforme, au 
moyen d'une fonction qui a le caractère d'une fonction entière dans toute 
l'aire et sur le contour. Mais on ne pourrait plus le faire si Taire était limitée 
par plusieurs arcs de lignes analytiques différentes, car, dans le voisinage 
des sommets d'un tel polygone, la fonction de transformation perdrait le 
caractère de fonction entière, et les coefficients de Téquation transformée 
ne satisferaient plus aux conditions de continuité qui leur étaient imposées 
dans la démonstration. 

Remarquons enfin que la solution, dans le cas d'une aire assez petite, se 
présente toujours sous la forme d'une somme de deux termes, le premier 
étant la fonction harmonique qui prend sur le contour les valeurs données, 
le second étant une fonction continue dans Taire et tendant vers o sur le 
contour. 

10. Nous allons maintenant revenir, pour ne plus la quitter, à Téquation 
homogène. Nous avons vu que dans la région T, où c est négatif ou nul, il 
existe au plus une intégrale continue dans une aire S et prenant sur s des 
valeurs données. Il s'agit de démontrer Texistence de cette intégrale unique. 
C'est ce que nous ferons en faisant voir que le procédé alterné de M. Schwarz 
s'applique à notre équation. 

Nous pouvons évidemment supposer c négatif et non nuly puisque nous 
avons vu (u'* 4) que le cas où c peut s'annuler se ramène aisément au cas 
où c ne peut pas s'annuler, au moyen d'un changement de fonction 
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Or, en supposant c négatif et non nul, nous avons établi au n^ 2 le ré- 
sultat suivant qui est fondamental. 

A rintérieur de Taire S, les valeurs positives de Tintégrale sont toutes 
inférieures à la plus grande valeur positive sur le contour, et les valeurs 
négatives ont toutes un module inférieur au plus grand module des valeurs 
négatives sur le contour. 

Ceci suffit à faire voir que le procédé alterné est applicable. 

Soit, en effet, un contour pour lequel on sache résoudre le problème. 
Traçons une ligne AB {fig- 12) qui ne soit pas tangente au contour et qui 

Fig. 11. 




le divise en deux parties a et b. Construisons la fonction u qui vérifie l'équa- 
tion en prenant sur a la valeur o et sur b la valeur 1 . On sera assuré que, 
en tout point de AB, u a une valeur positive inférieure à un nombre 9 < i . 
C'est le lemme fondamental de Schwarz qui s'étend à notre équation. 

En effet, séparons de AB deux petits arcs AA' et BB'. 

Sur A'B', u est une fonction continue qui, nous le savons, reste inférieure 
à l'unité, puisque l'arc A'B' est tout entier intérieur à S. Elle a donc une 
limite supérieure q^ qu'elle atteint effectivement et qui est inférieure à i. 
Maintenant l'aire S que nous envisageons sera toujours formée, dans les 
applications que nous ferons de ce lemme, par la superposition d'un certain 
nombre d'aires élémentaires assez petites pour que, à l'intérieur de chacune 
de ces aires, la fonction u puisse être mise sous la forme u^-^X}^ u^ étant 
la fonction harmonique prenant sur le contour de l'aire élémentaire les 
mêmes valeurs que « et U tendant vers o sur le contour de l'aire. La por- 
tion de 5, voisine de A, peut donc être rattachée à une semblable aire élé- 
mentaire, et, par suite. A' peut être pris assez voisin de A pour que, sur 
tout l'arc AA', la fonction u,^ soit inférieure à un nombre q^ plus petit 
que I , et que U soit aussi petit que nous voudrons. Sur AA' on a donc 

'' < (ît < ' » 
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et de même sur BB' 

'' < ^3 < ' • 

Si donc q désigne la plus grande des trois quantités ç,, ^2, y,, on aura, 
sur tout l'arc AB, 

De là résulte que, si une intégrale U prend sur a la valeur o et sur b des 
valeurs dont le module (»st inférieur ou égal à H, les valeurs de U sur AB 
auront un module inférieur à q\\. 

Soit, en effet, u l'intégrale égale à o sur a et à i sur 6, et considérons la 
fonction 

U + Hm 

qui est nulle sur a et positive ou nulle sur b. Elle sera certainement posi- 
tive ou nulle sur AB. Mais on peut l'écrire sous la forme suivante 

U -h<7H + H(// -7). 
Sur AB on a, d'après le lemme, u — q <^o.l\ faut donc que l'on ait 

Ainsi sur AB on a L > - y H et la considération de la fonction U — Htt 
conduirait de même à la conclusion 

U<7H sur AB. 

H. Nous pouvons maintenant montrer que, si l'on sait résoudre le pro- 
blème pour deux aires empiétant l'une sur l'autre et dont les contours ne 
sont pas tangents, on saura aussi le résoudre pour l'aire formée par la su- 
perposition des deux aires données, en entendant bien par là que la portion 
commune aux deux aires n'est censée recouvrir le plan qu'une seule fois. 

Ainsi, dans la fif^. r3, les deux aires données sont AaBa, A^Bè, et 
Taire formée par leur superposition est AaBô. 

Appelons S, la première aire. Sa la deuxième, 2 l'aire commune A^Ba. 
Par hypothèse, on sait résoudre le problème pour S, et Sa avec des valeurs 
arbitraires sur les contours, et l'on veut résoudre le problème pour l'aire 
totale en donnant sur son contour une suite continue de valeurs U. 

Construisons l'intégrale w, qui prend sur a les valeurs données, et sur a 
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une suite de valeurs que nous choisirons arbitrairement, mais formant cepen- 
dant avec les valeurs données sur a une suite continue. Cette intégrale est 




définie dans Taire S, et prend sur ^ des valeurs déterminées. Pour plus de 
netteté, appelons U, les valeurs de U sur a et U^ les valeurs de U sur h. 
Alors les valeurs de «, sur ^ forment évidemment un prolongement con- 
tinu de Uj. 

Construisons alors la fonction v^ qui vérifie Téqualion dans S^ prenant 
sur h les valeurs Uj et sur ^ les mêmes valeurs que w,. Cette fonction 
prendra sur a des valeurs déterminées qui seront un prolongement continu 
de U, . 

Formons alors de nouveau l'intégrale il, relative à Taire S, qui prend 
sur a les valeurs U, et sur a les mêmes valeurs que p,. Cette fonction 
prendra sur P des valeurs déterminées, etc. 

Nous formons ainsi deux suites infinies de fonctions que j'écris dîins le 
Tableau suivant : 

(27) •/'/'/ ' / ' / ' l?/«. 

Les fonctions u^ existent dans Taire S, et y vérifient Téquation proposée. 
Elles prennent toutes sur a les valeurs U, . Les fonctions (v existent dans Sa 
et y vérifient Téquation, Elles prennent toutes sur b les valeurs Uo. 

De plus, d'après la manière dont nous avons opéré, il est clair que dans 
le Tableau précédent les fonctions jointes par un trait vertical ont la même 
valeur sur p et celles qui sont jointes par un trait oblique, la même valeur 
sur a. 

Il faut montrer que : 

Les fonctions u^ tendent vers une limite u qui vérifie Téquation dans S, et 
prend sur a les valeurs données ; 

Les fonctions ^v tendent vers une limite p qui vérifie Téquation proposée 
dans Sa et prend sur b les valeurs données; 
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Enfin, que les fonctions uei v coïncident dans la portion commune aux 
deux aires. 

Nous aurons ainsi montre l'existence d'une fonction continue avec ses dé- 
rivées des deux premiers ordres, donnée .à la vérité par deux développe- 
ments analytiques, distincts dans les régions S, et Sj, mais qui coïncident 
dans la région commune à S, et S2; cette fonction vérifie l'équation dans 
toute l'aire S, -f- S2 et prend les valeurs données sur le contour total. Le 
problème sera ainsi complètement résolu. 

Dans ce but, calculons le module de W;,^., — u^» 

On a, d'après le Tableau ci-dessus, et en employant une notation qui se 
comprend d'elle-même, 

mais 

D'après l'un des lemmes, à chacune des lignes a et P est attaché un 
nombre 5^^ ou 5^^ inférieur à l'unité. Appelons q le plus grand de ces deux 
nombres. On aura donc 



"»+i — "/i \oL<q max. I Un — Un-x Ip. 

Et de là se concluent les deux relations fondamentales 

( I Un^x — w« lu < 7 ïnax- 1 "« — "/i-i Ip» 
(28) 

I I Un-^x — ";i|p<^'max.|M„ — a„_||p. 

M désignant un point quelconque de la première aire. 
Nous avons donc la série suivante d'inégalités 



«„+, — Un ill < 7 maX. I Un — Un-x Ip, 
maX. I Un — Un-x Ip < 7' maX. | £/„_i — Un-t Ip, 

max. I Un-x— W/,-1 Ip < y^max. | Un-t — «/„_8 |p, 

max. I M3 —Ut Ip < 7' max. | wj — i/j |p, 
et, en multipliant membre à membre, 

I Un f-i — Un In < 7*""' max. //, - 1/, | . 
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Or q est plus petit que l'unité. La série dont le terme général serait 
(ttrt+i — Uf^^ ^st donc absolument et uniformément convergente. La somme 
des n premiers termes, qui est u^ — u^^ tend donc vers une limite, w^ ^ donc 
une limite «, qui représente une fonction continue dans Taire S,. Gomme 
on a constamment (w^ — Wrt_i)« = o, la fonction u prend sur a les valeurs 
données. Je dis maintenant que u admet des dérivées continues des deux 
premiers ordres et vérifie Téquation proposée. Pour le faire voir, construi- 
sons la solution continue w' de l'équation qui existe dans S, et qui prend 
sur le contour de S, les mêmes valeurs que u, (Ceci est possible, puisque 
par hypothèse on sait résoudre le problème pour S,.) Nous allons montrer 
que w et tt' coïncident. 

On peut, en effet, prendre n assez grand pour que u^ diffère aussi peu 
que l'on veut de sa limite u, A tout nombre e arbitraire correspond donc 
un nombre n tel que l'on ait 



quel que soit M dans S^ et même sur le contour de S, . 
On a donc en tout point du contour 

I "' — W/i I < £, 

puisque u^\u* coïncident sur le contour. 
Mais alors on a en tout point intérieur 

I «' — «/i|m<£. 

Puisque u' et u^ sont solutions de l'équation. H vient donc 

//' — u ||| < 2 6. 



On a donc rigoureusement u^=^u' dans toute l'aire S,, puisque, en un 
point M quelconque, u et u' ont des valelirs fixes et que e est arbitraire. 

On démontrera de même que v^ tend vers une limite v qui vérifie l'équa- 
tion dans l'aire S^. 

Maintenant w et p coïncident dans 2. Car la différence w — r est définie 
dans 2 et y vérifie l'équation. Cette différence est d'ailleurs nulle sur a et 
sur P, car on a, d'après le Tableau (^7), 
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i^n p prenant n ass#^2 grand. 

On i^ 'Ji»nc. de nouveau, rigoureusement 

et lie m«^me 

// — v; est donc nulle sur le contour de i et y vérifie Téquation. 
1 est d'ailleurs dans la région T où c est négatif. On a donc identique- 
ment 

it = i- dans ^. 

On pourra ainsi résoudre le problème pour des aires de plus en plus 
compliquées et étendues, et qui différeront aussi peu que Ton voudra d'une 
aire arbitrairement donnée. Pour pouvoir résoudre entièrement le pro- 
blème relativement à une aire donnée d'avance, il manque encore un inter- 
médiaire, par exemple la solution pour le cas d'un petit secteur ou d'un 
pîtit segment circulaire, ou dun triangle, en un mol d'une aire présentant 
un angle aigu arbitraire. La méthode de M. Schvvarz s'appliquerait alors 
sans modification. C'est là une question qui appelle encore de nouvelles 
recherches. 

12. Avant de quitter ce sujet, nous ne pouvons nous dispenser de men- 
tionner une importante propriété de l'équation linéaire dans le cas où les 
coiîfficients sont des fonctions analytiques de x et y. Toute intégrale de 
ré(|uation est alors elle-même une fonction analytique, dans la région, du 
moins, où les caractéristiques sont imaginaires (*). il suffit, évidemment, 
de démontrer la chose pour l'équation réduite 

. du , du 

lu ^=ia - — \- b -z — h eu, 

pnis(|ue Ton peut toujours ramener l'équation à cette forme (sous Thypo- 



( ' ) l'i(:\i»i), Journal de l'Ecole Polytechnique, LV Gainer. 
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thèse que les caractéristiques sont imaginaires) au moyen d'un changement 
de variables efîectué par des fonctions analytiques. 

Pour démontrer ce théorème, il y a peu de chose à ajouter aux dévelop- 
pements donnés au n** 7. 

Nous disons qu'une fonction/(a:,^) de deux variables réelles est analy- 
tique et régulière dans une région, lorsque, dans le voisinage d'un point 
quelconque x^j y^ de cette région, la fonction est développable en série 
procédant suivant les puissances entières et positives de x — x^ et y —y^j 
la série restant convergente quand on remplace chaque terme par sa valeur 
absolue. 

Il résulte de cette définition que si dans ce développement on pose 

X — jro^= rcosO, y— /o = ''sin0, 

et qu'on exprime les puissances des lignes trigonométriques en fonctions 
linéaires des sinus et cosinus des arcs multiples, le groupe des termes ho- 
mogènes en X — Xq et y — yo de degré v va devenir une expression de la 
forme r^Py, Py étant une somme linéaire de sinus et cosinus des arcs 

et la série restera convergente si dans Py on prend chaque terme avec sa 
valeur absolue (*). Les coefficients de sous les signes sîn et cos dans P^ 
sont les entiers positifs inférieurs ou égaux à v et de même parité que v. 
Cela résulte immédiatement des expressions connues de cos^ô et sin^Ô en 
fonction linéaire trigonométrique, et des formules qui transforment en 
somme un produit de deux lignes trigonométriques. 

La série ainsi obtenue étant absolument convergente par hypothèse, nous 
pouvons y grouper les termes comme nous le voulons. Si donc nous grou- 
pons tous les termes en cosvô par exemple, le coefficient de cosvO sera une 
série ordonnée suivant les puissances croissantes de /•, commençant par un 
terme en r^, tous les termes ayant, d'ailleurs, la parité dev; cette série 
reste évidemment convergente si l'on y remplace chaque terme par sa va- 
leur absolue. 

Réciproquement, si une série trigonométrique absolument convergente 



(1) Ce point résulte de l'expression que l'on peut obtenir pour les coefficients de Py en 
calculant Py par un développement de Fourier appliqué simplement aux termes homogènes 
de degré v. 

Fac. de T, — VI. H.IO 
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admet pour coefficients de cosvO et de sinvô des séries en r présentant ce 
caractère, la série totale représentera une fonction analytique. Il suffit 
pour le voir de remonter la chaîne des déductions précédentes. 

Reportons-nous alors au n** 7. Les a^ et 6,„ sont des séries en r comme 
celles que nous venons de rencontrer. 11 en est donc de même pour ol^ et ^^ 
d'après les expressions de ces quantités par des intégrales définies. 

Si, de là, nous passons au n° 8, nous voyons donc que les différentes 
quantités u^, c^a, ^4, ... sont des fonctions analytiques. Mais, dans le cas 
actuel, il ne sera plus nécessaire, pour montrer que la série 

(29) Wj4- ('a -^^^4 -+-••• 

résout le problème, de supposer que la série des valeurs au contour est une 
fonction admettant des dérivées troisièmes. Cette hypothèse avait pour but 
d'obtenir, pour certains coefficients du développement, une limite de la 

forme — ^> ce qui nous était indispensable pour démontrer rigoureusement 

que la série (29) admet des dérivées secondes. 

Il va nous suffire de supposer l'existence de dérivées secondes seulement 
pour la fonction donnée sur le contour, et ce point est important pour la 
suite. 

En effet, dans cette hypothèse, on voit immédiatement que, dans toutes 
les formules du Tableau (25), les exposants de m au dénominateur doivent 
simplement être diminués d'une unité, les formules restant, d'ailleurs, inal- 
térées. La série (29) converge donc maintenant comme 51 ~ ^^ ^^^ ^^ 

converger comme V — ^. Elle est encore absolument et uniformément con- 
vergente; seulement maintenant le coefficient decosmO dans cette série est 
une série en r obtenue par le groupement de tous les coefficients de cosmO 
dans ses différents termes. C'est donc, une série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes et positives de /•, commençant par un terme en r^, ne 
contenant que des termes de même parité que m, et absolument conver- 
gente. La série (29) est donc une fonction analytique de a; et de ^; elle ad- 
met, par suite, des dérivées de tous les ordres, et, en particulier, du second 
ordre. Elle représente donc bien l'intégrale cherchée. 

Il résulte immédiatement de là que toute intégrale est une fonction ana- 
lytique. Soit, en effet, une intégrale quelconque w,, continue dans le voisi- 
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nage de x^yy^. Traçons de ce point comme centre un cercle de rayon 
suffisamment petit. L'intégi^ale considérée u^ prend sur la circonférence de 
ce cercle des valeurs déterminées formant une fonction U qui admet des 
dérwées secondeSy puisque l'intégrale considérée admet des dérivées se- 
condes en X et y dans toute région où elle existe. Si alors nous formons, 
par la méthode du n° 8, l'intégrale continue p, qui se réduit à U sur la 
circonférence, cette intégrale r, sera, comme on vient de le voir, une fonc- 
tion analytique. Mais les intégrales «, et p, coïncident nécessairement, si le 
rayon du cercle est assez petit, puisqu'elles prennent les mêmes valeurs sur 
la circonférence, [^'intégrale w, est donc analytique. 



NOTE SUR LA SÉRIE ii 

I 

PAR M. A. LAFAY, 

Lieutenant d'Artillerie au ii* bataillon de forteresse, à Lyon. 



1. Dans cette Note, nous allons étudier la série 2 ""i ^ l'aide des for- 

mules générales suivantes qui peuvent être utilisées dans bien des cas ana- 
logues. 

De la relation évidente 



0==/ f{jr)clx^^ I f{n-^\ — u)du. 



(o) 



on déduit, en intégrant par parties l'intégrale placée sous le signe V et 
en utilisant les propriétés bien connues des polynômes bernoulliens, ?«("), 

r r 

7—* - 7—* I 






+ (-!)"-» 



B„_, 



I .2. . .(2/> 



zT^/^-M-)]; 



r ^ 



Ces formules s'obtiennent également de la manière suivante : Dans la 

Fae. de T, — VL I.I 



formule d'EuIer 



y""/(^)rf^=:AA/(«) + A/(«)-lB,A'4/(«)+... 



n^^,/,'p~' 



A/'P'*(a) 



i-h'-pj /'P(« + A-H)?>^-i(]()rf«, 



faisons a = n, h =: i ; puis effectuons sur l'équation ainsi obtenue l'opéra- 
tion V par rapport à n, en isolant dans le premier membre le terme 

2/(")t nous aurons la formule (a/)). 

2. L'application de ces formules nécessite l'étude des conditions d'ab- 
solue convergence des séries 



n.=2X'/-(- 



-'')9a-i{M)'/« <a = i,a, ...,ip). 



lorsque y devient infini; pour cela nous nous servons de la transformation 
suivante qui simplifie le travail, mais donne naturellement des eonditions 
moins larges. 

On a, en désignant par M le maximum de j Çj,., ( u) [ entre o et i et en 
!ippli<]uant la relation (o), 

''^ r' ri 

<M2J \/Hn + i~u)\du<Mf \/<^{x)\dx, 

relations qui permettent d'écrire 

(A) Ha-eW-'ç,_,(^) /" |/«(j-)|(/^ avec o^Ofi. 



\ 



elen 
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1 

et montrent qu'il suffit pour que R^ soit absolument convergente que Tin- 

/? = * 
1/* (x) I dx soit finie et déterminée. 

3. Considérons maintenant la série V — dans laquelle s = a -h bi'^ il 



vient en appliquant (i), 



(I') 



2' i _rdx 



Supposons a > o, la relation (A) montre que la série complémentaire R, 

est absolument convergente; car, (— ) = -^^ — — -^^-^ — reste fini 

dans le champ d'intégration (i àao) et est infiniment petit d'ordre supé- 
\^^^ rieur à i pour x = oo. 

L'étude de V — est ainsi ramenée à celle de l'intégrale / -^ , c'est- 

à-dire de 






Hm 

9 



et l'on trouve alors facilement que la série considéré e est 

i<> Absolument convergente si a > i ; 

2<» Fînîey mais indéterminée comme l'expression lira t (sinôi^^ 4- « cos6^^), 

si a = I avec ^<o; 
3® Divergente si a = 1 avec ^ zz: o, ou a < i avec h quelconque, 

et cette dernière conséquence subsiste pour a^ o, car dans cette hypothèse ( i ') 

montre que V —est la somme algébrique de deux quantités dont les ordres 

1 
d'infinitude diffèrent et ne peuvent mutuellement se réduire. 

4. D'après ce qui précède, V — > considérée comme fonction de 5, n'est 

1 

analytiquement bien définie que pour des valeurs de s dont Taffixe se trouve 
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dans la région du plan déterminée par la condition <2 > i ; mais l'équation 



7-1 



ifii-s] 



nous fournit directement, par la considération de lim 

une fonction de s qui, absolument confondue avec V — dans la région (a> i ), 

1 
conserve des propriétés analytiques bien définies dans la région plus étendue 

(a> o), car dans toute cette région la série R| reste absolument convergente. 

Enfin l'application de la formule (2/?) nous conduit à la fonction 

-s-l 



^ 1.2. ..(2/? — 2) / v r- /# j 4» 

dont le domaine analytique s'étend indéfiniment pour des valeurs de p^ de 
plus en plus grandes. 

Cette fonction '^(s) qui se trouve ainsi mise sous la forme 

(2p') K(S)= — h - -H -Bi5 |-T5(5H-l)(5-i-2)H-... 

5 — 1 2 2 1.2.3.4 

4-(-,)P-« 5£Z] s{s-\-ï)..,{S^2p^^) 

l.'à.,,(2p — 2) ^ ' ^ ^ ' 

-5(5-Hi)...(54-2/>-i)y r'_i!£zii^) 







n'est autre chose que la fonction considérée par Riemann. 

5. De la formule (2/?') se déduisent facilement quelques propriétés 

de l^(s), 

i<> Ç(.v) ou (5 — i)Ç(5) sont des fonctions holomorphes; 

2'» Ç(— 2/l) = (/l=:i, 2, . . .) (RiKMANN)» 
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car. 



Ç(— 2/l) = 1 ' 2/i H-. . . 

2/l-hI 2 J .2 



-+-(— 0' ^^ ^.2/j(2/l — l), . .(2/i — 2/ 4- 2)H-. . .-+-(— l)«B,|, 



1 «^c « ««oC 



et le second membre est égal à 

— (2/iI)9,;,(j?) = — [i-'^-H 2*" 4-. . .H-(.r — i)»"] pour a=:i; 
3« Ç(— 2/1 4-i) = (--i)'*— ^ (ai mi, 2, . . .) (M. Stieltjes), 

\ 2W 

car, comme plus haut, on a 

ç(-2/J4-i)=-(2/i-i)i9,„_,(i)+(-ir|^. 

4** Enfin, de la formule particulière 






déduite de (i), nous tirons, en remplaçant l'intégrale qui y figure par le 
développement 

(1 — 5)' r^J^'(n-\-i— u)uciti 



(i — 5)' r J^l'(n-\-i— u)u 

I . 2 ... t I ( /l-h I — «)* 



et en ordonnant suivant les puissances de (^ — i), 



Ç(5)=r |-Mo4-M,(5— 1)4-. . .-4-M|(5 — l)' + . . ., 



dans laquelle 



I.2...l-fcil A («-f-1 — «) 

et Tapplication de cette même formule (i), dans laquelle on fait/(a?;= 
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^^^ 
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SUR QUELQUES 



INÉGALITÉS DE LA LONGITUDE DE LA LUNE, 

PAR M. H. ANDOYER, 

Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



1. Amené par des considérations théoriques à étudier les séries qui 
représentent les coefficients des principales inégalités de la longitude de la 
Lune, je n'ai pas tardé à reconnaître que les résultats que je trouvais ces- 
saient de concorder avec ceux donnés par Delaunay, à partir du huitième 
ordre inclusivement. Les coefficients sur lesquels porte le désaccord résul- 
tent donc uniquement, dans l'œuvre de Delaunay, du Chapitre X de sa 
Théorie du mouvement de la Lune, intitulé : Recherches supplémentaires 
sur la longitude de la Lune; c'est dans ce Chapitre seul, en effet, que sont 
calculés les termes dont l'ordre est supérieur au septième. 

En conséquence, je me propose simplement, dans ce Mémoire, de pu- 
blier les résultats que j'ai obtenus en calculant, avec la même approximation 
que Delaunay, les coefficients des inégalités de la longitude de la Lune qui 
ne dépendent que du rapport des moyens mouvements du Soleil et de la 
Lune, ainsi que de la première puissance de l'excentricité de la Lune; je 
donne aussi, dans les mêmes conditions, la partie du mouvement du pé- 
rigée lunaire qui ne dépend que du rapport des moyens mouvements du 
Soleil et de la Lune. 

Ces résultats ont été obtenus concordants par l'emploi de deux méthodes 
absolument distinctes, ce qui donne toute la garantie désirable pour leur 
exactitude. J'exposerai successivement ces deuxméthodes, dont la première 
m'est propre, et dont la seconde est empruntée, avec des modifications de 
nulle importance, au beau Mémoire : Researches in the lunar theory^ 
publié par M. G.-W. Hill, au tome IdeV American Journal o/Mathematics. 

Fac. de F, — VI. J. I 
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Je dois, (railleurs, adresser ici mes vifs remerciements à M. Sainl- 
IJIancat, de l'Observatoire de Toulouse, qui a bien voulu m'aider à déter- 
miner exactement l'un des nombres les plus pénibles à obtenir. 

2. I.e ])rol)léme (jue je me propose de résoudre peut être énoncé ainsi : 

Etudier le mouvement de la Lune sous V action de la Terre et du 
Soleil seuls, en supposant en outre : i^ que Von néglige les dimensions 
de ces trois corps; 2" que la masse M de la Lune est absolument négli- 
geable, et que celle de la Terre, Mo, est négligeable en comparaison de 
celle du Soleil, M'; 3*^ que le Soleil décrit, d'un moui^ement uniforme, 
une circonférence autour de la Terre; 4" que le mouvement de la Lune 
s'effectue dans le plan de cette circonférence; 5^ enfin, que l'on néglige 
le rapport des dimensions des orbites de la Lune et du Soleil, 

Dans ces conditions, soit clioisi comme plan du mouvement le plan 
des xy^ les axes de coordoimées ayant des directions fixes et l'origine O 
étant la Terre. Soient /-et v le rayon vecteur et la longitude de la Lune; 
a' le rayon vecteur constant du Soleil et N'= //7 -h \\ sa longitude, rî et 
\\ étant des constantes, / rei)résentant le temps; soit enfin / le coefficient 
d'attraction. La fonction des forces dont dépend le mouvement étudié est 
alors, en posant II = p — N', 

/M ^ h M' (a'*-H /•'— 2«'/cosH) ' 7^— >• 

Or /M'=r /i'^a'^ en vertu des liypotliéses faites; j'appelle n le moyen 
mouvemiMit de la I-.une, et je détermine a par la condition 

/(M 4- Mo) = /l'a'; 

rexi)ression de la fonction des forces deviendra, en ne conservant que les 
tiennes qui contiennent les coordonnées delà Lune et qui sont indépendîints 

(lu rapport — > 






l^es é(juations du mouvement sont donc, en employant la forme de La- 
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grange, et représentant les dérivées à l'aide d'accents, 



n* a* n'^ r 



r" — /•(»'* H 7 ( 1 -t- 3 cos î>. Il ) = o, 

3 r' r' -^ ri^v" -\-\ n'^ sin sî II ) = o. 

Je vais éliminer r entre ces deux équations, et j'obtiendrai ainsi Téqua- 
tion diflerentielle qui détermine la seule longitude. 
Différentiant la seconde équation, il vient 

ar'/''H-r'(3r''-4-f/*'*sin2Îl)-4-r[r*'-4-3n'»(r'— /i')cos'2ll] = o. 

Entre ces trois équations, j'élimine /•, /•', /•" en considérant —^ comme une 
constante; on obtient aisément 



— 6/1'*!'* si n 2 II -+-6/i''(''(2(''— /^')coS2lI -h \n'^ q,0'>!\\\. 

Je prends les dérivées logarithmiques, et je remarque que, en vertu de 
la seconde des équations du mouvement, on a 



t 

r 2i'' ' 



/• se trouve alors complètement éliminé, et l'on obtient finalement l'équa- 
tion suivante ne contenant plus que la longitude et ses dérivées 

o = i/« r'^ 4- (''* (;' — Y <'' ^'^ ^''^ — \ '^'^ ^''' <'" -^ r ^'' H- W '^"* <•' 

4-/i'*sin2H(— Y/^-+-i8/i'i'''--V'i''^'''--¥<''<*'''H-4^<^''*H- fyj'i'*) 
4-/i"cos2H(— i5r'*r''H- Y/i'c'r") 

-4- /i'* sin4H(- 9/»-+- V'i'^') 

/ï'*cos4H(-VV<'") 
/i'«sin6H(— ^Vâ). 



3. Conformément à la méthode générfile que j'ai exposée dans mon Mé- 
moire Sur les formules générales de la Mécanique céleste, publié au 
l. IV des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse/]^ vais intégrer 
cette équation par la méthode des coefficients indéterminés de la façon sui- 
vante. 

Soit N = 72/ -h ^0» ^'0 étant une constante arbitraire, n le moyen mouve- 
ment de la Lune qui joue aussi le rôle de constante arbitraire d'intégration ; 
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je fais K = N — N', et soit G un argument, détermine par la suite des 
opérations mêmes, de la forme gt-hxSj xs étant une constante arbitraire, 
ff un coefficient convenablement déterminé. On pourra alors poser 
t^ = i\ -h X, X étant une série de la forme suivante 

X = 2X^,7 sin (pK H- 76), 

où je supposerai que/? et q peuvent prendre toutes les valeurs entières pos- 
sibles (les valeurs de p étant d'ailleurs nécessairement paires, puisque les 
jnultiples pairs de H figurent seuls dans l'équation), et où Ton aura, en 
outre, pour la symétrie et la commodité des calculs, 

Ces coefficients X^^^ seront fournis par l'application de la méthode des 
coefficients indéterminés, ainsi que je vais le faire voir. Us dépendront 
d'ailleurs d'une constante arbitraire nouvelle (correspondant à l'excentri- 
cité), et que je prendrai égale au coefficient X©,» de sinG; appelant e cette 
constante, on aura donc Xo,i = £. Alors chacun des autres coefficients X^^^ 
est de la forme 

les X^' étant eux-mêmes des séries ordonnées suivant les puissances du 
rapport m des moyens mouvements du Soleil et de la Lune. 
De même, la quantité g est de la forme 

les gi étant des séries analogues aux X^J^. 

J'ajoute d'ailleurs qu'en disant que les formules qui sont ainsi fournies 
vérifient les équations du mouvement, j'entends simplement que le calcul 
peut être poussé assez loin pour que, après substitution de ces formules 
dans les équations, les résidus soient d'un ordre aussi élevé qu'on voudra 
par rapport aux quantités m et e, considérées comme petites du premier 
ordre. 

Comme je l'ai dit plus haut, je me propose simplement ici de calculer 
avec la même approximation que Delaunay ^j,, les X^^J, et les X]^%i- 

4. L'équation dont dépend X est aisée à former. Remplaçant v par N -4- X 
et, par suite, II par K -i- X dans l'équation qui donne Vj il viendra, en dé- 



SUR QUELQUES INÉGALITÉS DE LÀ LONGITUDE DE LA LUNE. J.5 

veloppant le tout par rapport aux puissances de X et de ses dérivées, 

-+- /i'« sin6K[— 1^8 -H Vt ^* H-- • • • ] 

H- /*'• cos6K[- -*^X -+- W>^'H- ] 

/^'* sîn4K[— gn^-h -'^nn'-^ )/(— 18/1 -4- V') 

« ôj^'X^'H- 72X^X'«-+- X*(— 96/*»-+- 60/m') H- ] 

/*'* CCS 4 K [- -'^; X' 4- X (— 36 /!« 4- Y nn' ) ■+- XX' (— 72 /i -t- V 't' ) 

i^iX^X'^— 36XX'»H- XMgG/i»— 6o/i/i') 
X»X'(i92/i — 6om') H- ] 

— î^ ;i >,*' H_ >/ (_ 66 /*» -H 54 «* /i' — ^ /2/*'» ) 
». Jj^X^X'^H- ij» X^'-h XX^CSow»— 27/i/i') 
-f- X'« (— 99 /4» -h 54 /i/i' — ?^ /i'» ) 

4-X*(33/i^—36/i'/i'H- V*''*"- Vr'*'*) 

V /iX»X^-4- XX'X'CGo/i — 27 n') 4- X'»(— 66 /^ -4- iSn') 
X« X' ( 1 32 /i' — 1 08 /i* /l' H- 33 nn'* ) 

-4- ^m'I"-^ t-|J-X«X''«H- 3oXV«X''-4- X'X''(- 2o/i»4- 18/^/*') 

— i/iX^X*'H- X'X'X^C— 4o/i 4- i8/i') 4- X*X'2(i32/i — 36/^') 
4- X*X'(— 44'i'-4- 36/1' m'— 1 1 /i/i'*) 4- ] 

n'*coS'2K[r(—ion*-\-^nn') 

4-X(--33/i*4-36/l»/l'— \»/i«/i'»4-^e¥"'M 

— ^^-nir-h Vr(^ 3o/i 4- \^n') 
4-XX'(— 1 32/154- 1 08/1* «'—33 /*/e'*) 
-^'IVl^-h -»{-»XX'«— i5X'»X'4-X2X''(3o/i»- 27/^/^') 
4- XX'-(- 198/1*4- 108 /l/l'—^/l'*) 

4- X'(22/i^— 24'i'/i'-+- II/l*/e" — I }'*'*) 

7/^X'X•'4-X'X'X'^(6o/ï — 27/1') 4- XX'' (- i32/i4- 36/i' 
X'X'(88/i'— 72/l*/l'4-22/^/^'») 
H_ nl^l'},'^^ -VX'X''»4- 3oX»X'«X''4- X*X''(— io/i»4- 9/*/^') 

— 33XX'*4-X'X'*(i32/i«— 72/J/^'4-II/l'*) 
-H X* (— -3^/1^4- V/«'/i'— y-/i'/i'-4- iVô^i'*) 4- ] 
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cède, on obtient immédiatement les formules qui sont écrites ci-dessous 
pour déterminer les quantités que j'ai en vue avec l'approximation que j'ai 
déjà indiquée et qui est celle de Delaunay. 

Dans ces formules, les termes utiles sont seuls écrits; j'indique en mémo 
temps jusqu'à quel ordre inclusivement elles permettent de calculer les 
inconnues sans qu'il soit nécessaire de les compléter; d'ailleurs, dans les 
résultats, je n'ai pas toujours atteint cet ordre, puisque je m'en tiens à 
l'approximation de Delaunay. 

On a ainsi, en posant ix = i — m pour simplifier Técriture, 

^'a!© jusqu'au neuvième ordre : 
o = X;Vo [ 1 6fJL* -4- fJL« (- 4 -h 6 m« — i î-i m* )] 

-t- (>;%)'[- i296fx« -4-^^-96 + 24/11»)] 

-^ /II* ).;<;;[— 1 68 fjL» 4- fjL« ( 1 2o — I o8 /Il ) 

-+- fjL(i32 — loSm -H 33m«) — ^ -»- >8/ii — ^/?i«-f- îj|w*] 
-+- w*(Xi%)*[375iJL*H- fjL»('62 — 54/w) -h ^»(— 378 -4- 270/11 — V*') 

-+- fx(— 132 -+- 108/11 - 33//I') -+. ^ — 54//1 -+- i^/w«- fH'w'] 



^^To jusqu'au onzième ordre : 

-^(Ài%)'[-'«3f^*^-f^'(-32^24//i«)] 

-+- (>',%)'>'.*;o[- 8832^»^ fi^- 768 -T- 192//1MI 
^a,%r[-256;x»] 

— /"*>.,% [i I fJL* -r JJL*(3o — 27/11 ) 

-h ;jLv— ik> -^ 54//I — V/"') — V -^ >8''» — V/»i--h îHw*] 
— '''*>*% [— ^H>7f^'— f^V^:*> — 343 /11) 

-^ ;jL(li)8— l(>2/|| -r- ^,^//l*) — V -^ 18/11 — V"*-+- Hî"»*] 

-T- /m'à;;o>;1o[>::^\îj^'-^ /j^^vioVi - 432/11) ~ ;jl'v- 600 -i- 54o/ii> 

-+- fjL^— 264 -4- 21G/11 — C^m'\ — (^6 — 72/11 -i- 33 /II»— W"»*] 
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m'(X^j®jj)'[852|jL*-+- /jl'(— 1093 -h 3Go//i) ■+■ fx*(— «ji.» -\- ^}!\om - <»(')//*' ) 

4- 1^(264 — ai6m -h G6/«') -+- ta — a'» m 4- 1 1 m' - 51 '''* I 



^6?o jusqu'au neuvième ordre : 
o = )/,% [i296fx»-h /JL*(— 36 H- 54m«— >-^m*)] 
-^ ^iVo^i%[-96ofx»-+. ^'(- 19a -H i44m')] 

H- m*).i*i [i68fx»4- fjL*(i2o — io8/?i) 

-4- fJL(— 132 -h loSw — 33 m*) — ^ -h iSm — ?^» m« -+- ÎJJ m*! 
-+- '»*(>•«%)'[— 69fjL*-h |x»(i62 — 54 w) 4- |JL*(— i38 -H 54 m — -V^*) 

4- |jl(— i32 h- 108 /w — 33 /w*) — ^ -h i8/;i — ^m' -+- ÎH/'** 1 



©"o jusqu'au dixième ordre (en faisant V^ — G et rcinarquani (jue V^\\ -- i ) : 
0= ^ç^î-t-^îC— i4-|/n«— ^w*) 

-+-44f^'(2f^ — ^o)'H-32/Z*(2fJL-^o) 

H- f*(2f* — ^o)*(8 — 6/n«) -+- fJL*(2/x - ^'0) (- i<> H- ''>'/'')| 

-^>-'î%>/l[4f*(2fA-+-^o)*-H22fX»(2fX4-^o)' 

— 44ja'(2|X 4- ^t)»— 32fJL*(2fJL 4- go) 

4-fA(2fX4-^«)'(— 8 4-6m«)4-|x'(2fJL4-é'o)(l<> — i-î'^i*)! 

-->-*%>.;.i.[-8pL(4fx-^o)*-88fx«(4/^-^«)' 

4-ïi(4f*-^,)'(i6-i2iw«)4-fx'(4fx-^o)(-64-^4H//*^)| 

— 352fA»(4fA4-^«)»— 5l2fX^(4|X4-^o) 

-*-M4/x4-^,)«(-i6 4-i2m')4-fx»(4;i4-^o)(^»i-4H//''jJ 
-^(>;%)'[8;*Vi-ô8ofi^^;^fx«^î(-48 4-i2/n«)] 

-- (Â.%r[3af*Vi-'o88o;x*^î- ;x«^î(- 192 4- 48/iJ«iJ 

--- >-;•.• >-iV.i;;., [- i6f*« ( 2 ;i - ^, )^ - 88 ;xM 2 ;x - ^0 )» 

4-a896j4*(2fx — ^,;'4-i6oofx»(2^ — yÇTo) 

4-pi*(2;i — ^,)'^96 — 241W-; 4- ;xV2,Lt — xr. » '— i«j< - 4^'''' 
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— 2896|i*(2 (A + 5'o)'— i6oo^»(2fx H- 5-0) 

+ ;x'(2f* + ffoYi— 96 + 24/71') -+■ ft'(2ft + ff,) (192 — 48»i»)] 

— i64(x*(4f* — jg'o)'— I i2/:A»(4fA — 5-0) 

-t- f*«(4;* - £'o)»(24 - 6/»»') -h /ji'(4h - ^.) (- 96 H- 24»»')] 
Oi'.i )' nV. [ 4 f*' ( 4 M + éTo r 4- 44 f*' ( 4 f* + <?. )' 

i64/[x*(4/:a + ^■o)»-4- U2;x»(4/x + 5-0) 

F'(4 F + 5'o)'(- 24 -^ 6/n«) + /*»(4f* + 5-0) (96 - 24 m»)] 

(^'.% )'>■'»%[- 384 fx'o-î] 

(>',%)'>>',%. [96F'(2f*- 5-0)*- i92F*(2H-^.)] 
(>•'«"'. )'^'.V. [- 96f'(2^i + 5-,)«+ i92^'(2fx -H 5-,)] 

+ ''«*>-4',L,[-W(4f-5'.)'+(4f-5'.)(-9 + H'»)+i8-¥'«] 

'»*^;V. [Vj^(4f + ^o)'+ (4fx -(- ^.) (9 - ff "0 - 18 + V»] 

'»'^4°,o [- H-'-ffl - 342fx«+ fx(- 288 H- 90m) + 144 -gom] 

"'^nVo^i-A. [ W(2|^ - <?o)'- i8fi(2^ - «%) + m/*« 

+ (2):x — ^,) (36 — ^m) + fx(72 — -^m) — 72 -t- 45m] 

m'KVo K\ [- -W- ( 2 f* + é'. )* + ï 8 ,x ( 2 ^ + ^. ) - H^ ^« 

+ (2(i -1- ^0) (— 36 -h ^/n) + /jl(— 72 + Y»») + 72 — 45»»] 

"«'^'."i. [-.H^F -«'.)'+ (2f^ - 5-» )'(-¥+ ¥'«) 

+ (2^ - ffo) (- 33 + 27 m - -'im») + ^ _ i8/n + V-"»'- Hl»»'] 

H- (2iH-5'o) (33 — 27m -+- \i/w') — V + i8/n — ^m»-H fHm»] 

/«'X',% [i 1 1 fV; + P5-? (Go - 27 m) H- 84fi' 

-h gl( — 3o -+■ 27»i) -t-fji'(— 120-1- io8/n) 

-i-fi(— 264 -i-2i6ot — 66w') -1-66 — 72/n -1-33/n' — W"**] 

'»'Co>r.[-VF(2F-^<.)'-222fx'(a^-^o)'-i68,*»(2F-^.) 

-H \i(2fx — é',)'-Hfi(2fi — ^„)'(— 60 + 27;«) 
(ji'(2fi — ^0) (240 — io8m) — 336 |x* 
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-+-|JL(2/JL — ^o)(396— 2l6/7H-33w«) ~h|jL*(240— 2l6/?l) 

-+- (2fjL — ^o) (— 66 -H 54 m — ^m*)-+- /jl(264 — 216m h- 66 //i») 
— 33 -+- 36/n — -V;„»-H -Y^m*] 

+ m«V,VoV,V,[Vf*(2^-H^o)'-H222|JL«(3^-H^o)'-+-l68fX»(2fX4-^o) 

— nr(2f^ -+- ^o)'-H fA(2/x -f- ^o)'(6o — 27m) 
-H fx*(2fx -4- g^) (— 240 4- io8m) -h 336fx« 

4- [x(2/Jt-+-^o) (— 3964-216/71 — 33 m') 4-|Jl'(— 24oH-2i6m) 
-4- (2fx 4- ^0) (66 — 54m 4- V*') -*- f^(— 264 4- 216 w — 66m*) 
4- 33— 36/w 4- ^/n« — Vi'^w*] 

4-mn;%Xi%,[^^(4fx-^o)'-HH-^fx»(4fx--5'o)'-H2i^3(4fx-^-o) 

-t-V(4f^-^o)'-H/^(4f^~^o)'(-3o4-V'^) 

-f- fz«(4/x — ^o)(6o — 27/n)— 42/jL» 

-+-(4f^-^or(-i54-V'w) 

4- fA(4fJt — ^ç-o) (— 198 4- io8/?î — ^m*) 4- fx-(— 60 4- 54 m) 
+ (4jut — ^Ç'o) (— 66 4- 54m — ^/?î«) 4- fx(i32 — 108/W 4- 33m') 
4- 33 — 36m 4- V /w'— Vr''*'] 
-^ ma<% XiV. [- ¥f^(4f^-^^o)'~^-ifx«(4F 4-^0)— 21 ^»(4fx 4-^0) 

--V(4F4-^o)'+f^(4fx-^^o)'(3o-V'w) 
4- fA-(4|^ 4- ^0) (— 60 4- 27m) 4- 42fx' 

-+-(4f + /Ç'o)'(i5 — VO 

4-|x(4|jL4-^o)(i98 — io8m4- '/m*) 4- |jl'(6o — 54 m) 

4- (4fx 4- ^0) (66 — 54m 4- ^m*) 4- fx(— i32 4- io8m — 33m*) 
— 33 4- 36m — ^^m^ 4- W ''** ] 
4-m«>/,%Xi%[i35o|jL«^j4-5232/jL*4-fx^;(i20— 54m)4-|A'(2i6 4-432m) 

_,_ ^j (_ 60 4- 54m) 4- p.*(— 4368 4- 2808m — 264m*) 
4-fx( — 528 4- 432m — i32m*) 4- i32 — i44''t 4- 66m' — W''^*] 

4-mM>;Vo)'>^i%l[¥f^(2j^-^o)'~20I|AV2fX-^o)*+'62/X»(2fX-^o)--474f^* 

— 5^(2/JL — ^o)'H-/^(2fX — ^o)M6o — 27m) 

4-fx*(2|JL — ^o)(-- 7^6 4- 270m) 4-fx'(324 — 108m) 

4-fx(2fx — ^o)(— 396 4- 2 1 6 m — 33 m* ) 

4- |x*(i3o8 — 756m 4- 99 'w*) 

4- (2/jL— ^o)(i98 — 162m 4- ^^m*) 4- p(— 26^1 4- 2i6m — 6<)m*) 

— 33 4-36m-^m»4' Vr''^'] 



^' :. ^ ■- ^» ' — 'jT. — 1. 1»-=^ — ir I i. — J-. •li — j* fi ' 

-.-"^ I -^ — ^. ' ^1 — '.nr- — iT il. — ^, — !« — ^^ ^^ 1 

< » * • - - 

* A'î^ • '^'^ f- S17///) -f- /Jt'( — 120 + 108 m) 

' '"•>;%>';;'. I v/^('</^-A'«r-'-«^'^'f^*(^p-5^or-i68^»(2^-^o) 

♦ //.' ( '< /Jt — A'o ) ( ^' 1 — 1 08 m ) — 336 fx' 
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-f- fx(2[jL — ^o) (396 — 2i6/n -4- 33m') -+- fji'(24o — 216m) 

-+- (2fx — ^0) (— 66 4- 54/?i — ^m^)-^ fx(264 — 216m -^ 66m«) 

— 33 H- 36m — V m*+ Vr'^*] 

'w'n%^iri[¥f^(2f^ + ^o)'-+- 222 ix'(2/utH-^o)*+ 168 fx»(2fz 4-^0) 

— V^(2fx-+-^o)'4-fx(2^4-^o)*(6o — 27 m) 

4- |:ji*(2/jl -h i'o) (— 240 -h 108 /n) -h 336fx» 

{jt ( 2 jUL -4- ^0 ) (— 396 H- 2i6m — 33m') -+-fx'( — 240 -f- 216m) 
(2fji 4-^0) {66— 54m -h^m^) 4-fx(— 264 + 2i6m — 667n*) 
33— 36m -f- ^m' — V*' /w*] 

'«'H%n%i[¥f^(4fJ^-^o)' + H^fx'(4fx-^or+2i^'(4fx-^-o) 

-+-¥(4fx-^o)»4-fx(4fx-^o)'(-3o-4-Vm) 
-+-fA'(4fA — ^o)(6o — 27m) — 42fx' 

H- fji(4fx — ^0) (— '98 -h io8m — ^^m*) 4- fJL'(— 60 4- 54m) 
4- (4|jt __ ^^,)(_ 66 4- 54m — ^m') 4- fx(i32 — io8m 4- 33m') 
4- 33 — 36m 4- ^m'— ^m*^] 

'^'>i%nVi[-¥f^(4f^-^^o)'-^f^'(4f^ + ^o)'- 21 fx»(4fx 4-^-0) 

-¥(4f^4-^o)»4-fJL(4f^-i-^o)'(3o-V'w) 
f^'(4i^ H- ^0) (— 60 4- 27m) 4- 42fx' 

(4fx + ^o)'(i5-¥'w) 
4- fx(4|^ -4- ^0) (198 — io8m 4- -\5m') 4- fx'(6o — 54m) 
^ (4^ + ^j (66 — 54m 4-^m') 4- fx(— i32 4- io8m - 33m') 

— 33 4- 36m — ^m'4- W^*] 
m'>/,%Xf,%[i35ofjL'^;4-5232fx*4-fx^J(i2o — 54m)4-ii»(2i6 4-432m) 

gt (_ 60 4- 54 m) 4- p.'(— 4368 4- 2808m — 264 m') 

|ji(— 528 4- 432m — i32m') 4- i32 — 144/^ + 66m'— 'jV m*] 

'W*(>iVo)'>^i°-l[¥l^(2f^ — ^o)'~20I[x'(2fX-^o)*-+-ï62^»(2fZ-^^ 

— ^(2/JL — é'o)'+fJt(2f^ — ^o)'(6o — 27m) 

4- fx'(2 /JL — ^0) (— 7^6 4- 2707?? ) 4- fz'(324 — io8m) 

4-fx(2|JL — ^o)(— 3964- 216m — 33m') 

|jl'(i3o8 — 756m 4- 99 /w') 

(2^ — n^<,)(i98 — 162m 4- V-m') 4- f/(— 264 4- 216m — 6<)m') 

— 33 4- 36m- ^m'4- Vr'"*] 
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— V(4fJt — ^o)'+[A(4fA — ^o)'(6o — 27 m) 

jUL*(4fx — ^0) (— 240 + io8m) -4- 336^* 

(4fx-^-or(-i5 + ^m) 
H- iJ-i^lJ- — go){ — 396 -f- 2i6m — 33w*) -+-fjL*(— 240 H- 2i6m) 
-4- (ilJ- — go){(y^ — ^irn-^^m*)'^ix{— 264 -f- 216/n — 66m*) 
H- 33 — 36m -+- 8,i/;i«— \\» m*] 

''''^i%n%i[-¥f^(6fx-^o)'-^{-^f^'(6,x-^-or-2i^»(6fx-^o) 
-V(6fx-^o)'-HfJ^(6fx-^o)*(3o-¥''0 

-f- |UL«(6fJL — é'o) (— ^ -»- 27/W) H- 42^» 

-h /jl(6|ul — ^0) (198 — io8/?i -4- -V /^j-)-+- /jL=(6o - 54m) 
4-(6|ui — ^o)(66 — 54/wH--Vm')-+-i^(— i32-+-io8m — 33m«) 
— 33 -+- 36 m — -\^m*+ -«J^w*] 
'>*'(^',% )'[¥f^^o' - 201 ii.^gl 4- 162^» ^0- 474 f^^ 

— V-^^J -^ f^^J (60 — 27 m ) 
4-fjL*^'o( — 756-4- 270m) 4-fji'(324 — io8m) 

H-^;('5 — vo 

-h |^é'o( — 396 -h 2i6m — 33m*)4-|:A'(i3o8 — 756m 4- 99m*) 
4-é'o(ï98 — 162m -h^m^)--\- fx(— 264 4- 2i6m — 66m*) 

- 33 4- 36m— V "^^ -+- W'^**] 

'''*^i%>'*',!,>i%l['35ofX«(2fX-^o)'+5232fX* 

4- |ul(2|jl — ^o)*(i2o--54m)4- fJL'(2i6 4-432m) 

(2fx— ^o)'(— 6o4-54m)4-fx'(— 43684-28o8m — 264m«) 
/jl(— 528 4-432m— i32m»)4-i32--i44m4-66m-— ^m*] 

^--V-(4/^-é'o)'-+-|^(4f^-^o)'(-6o-+-27m) 
4-fJL*(4fA — ^o) (756 — 270m) 4-/jl'(— 3244- io8m) 

-H(4p-^o)'(— i5 4-V-''0 

|jl(4/jl — /^'o)(396 — 2167/1 4- 33m') 

[x'( — i3o8 4- 756m — 99m*) 

(4fx — é'o)(— ï984-i62m— •j^m*)4-fx(264 — 216m 4- 66m') 

33 — 36 m 4- Vm'— "éV'^**] 

h m« (>.;%)' >./:., [- 78G^'(2,jL - g,y- 3480 fx* 

/JL ( 2 fx — ^'0 )' (— 1 20 4- 54 m ) 4- fx* ( — 4296 4- 1 296m ) 

(2jUL — 5''o)M6o — 54m)4-/Jt'(23o4 — i5i2 7/i 4- i32m') 

4- fz(r)'i8 — 4327W 4- i32m')— i32 + i44m — 66m*4- Vr''**] 
4-- 
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V^\ jusqu'au huitième ordre : 

-H^iVo[4f*^î - 22fx«^j - 44fxV; + 32fxVo 

-+.fx(2fx-^or(i6-i2m«)H-^«(2/ji-^o)(-64H-48m«)] 
-t-^iVo^M[4f^(4fX + ^o)*4-22^^4f^4-^o)' 

-^ ^iVo ^4% [ï6f^V5 - 88^VÎ - 2896iui*^J + i6oofx»^o 

-*- f^ Vî (— 9^ -+- 24 w« ) -+- |:x=* ^0 ( — 1 92 -1- 48 /n* )] 

-^ai%)'>ir-i[-4fx^2fx-^o)*-44f^'(2/x-^o)' 

4-|:x'(2/jL — ^o)*(24 — 6m»)+/jL»(2/jL — ^o)(— 96-t-24'W«)] 

-+-(^i%)'^iVi[8iui'(2fx + ^o)*-68o/xV2fx + ^o)*4-fx«(2fx+^o)'(--48 + i2mM] 

-t-(^i%)'[-96fx'éi~i92fi^*^o] 
-hm*Xi«L,[-W(2f^-^o)'-i-(2fx->^o)(-9 + H'^)+'8-.ii^m] 

-H ^o(36 — ^m) + ^(— 72 -t- Y-m) -+- 72 — 45/n] 

+ ^o(— 33 4- 27 m — i^irn») — ^+ i8m — ^w'-t- fH/w*] 

^;n«XiVt[-¥(4f^4-^o)»+(4fx + ^or(¥-¥'^) 

-+-(4fJt-+-^o)(33 — 27m-+-V-m*)— ^-f- i8/n — ^m«4- îfj m*] 

-H m«Xi%[--Vfx^; -^222^^5- 168 /jlVo 

-*- ¥<§'J -+- F-^o i^^ — 27m) -h ]ui'^o(24o — loSm) + 336 fx» 

-+-^î(— i5h- V-'w)-h/Jt^o(396 — 2i6/?n-33m') + fji'(— 24o-h2i6m) 

+ ^o( — 66+54/w — ^m»)4-|UL(— 264 4-2i6/?i — 66m«) 
4- 33 — 36m -h ¥m«— \^ m*] 

-+- mni%X;«,L,[¥f*(2|^-^o)»H-H^/^*(2,x-.^or+2i,x»(2fx-^o) 

4-V(2fX — ^o)'4-fx(2/x-^o)*(— 3o4-¥'w) 
-h|:x*(2fx — ^o)(6o — 277/1)— 42/x» 

4-fji(2|UL — ^o)(— 198 4-io87n — Ym«)-+-fx*(— 604-54/w) 
4-(2|UL — ^o)( — 66 4-54 m — ¥m*)4-fx(i32 — 108 7/14-33/?!*) 
4- 33 -^ 36/n 4- M//i« — -*i^/;i*)] 

-+- /W«Xi%XiVi[llI|Jt^2/Ji4-^o)'H-fx(2/JL4-^o)'(6o-27/n)4-84/JL» 

4- (2fJL4-^o)*( — 3o 4- 27//1) 4-fx*( — 1204- 108 //i) 
4- fx(— 264 4- 2i6/n — 66 //i') 4- 66 — 72//1 4- 33//a'— Vi"'^'*] 
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— ■ t* 4'î - f*>;'î ^— ^^ -^ 27 /w ) 

-r- ;x*;:'., ^ — 7^0 — îijo m)— ^i** — 324 — 1 08 m ) 

— \i/i'*/— y/f -r- 'iiGm — 33/71*; -r-fx*( — i3o8-h joôiw — 99"**) 
-^ A'i^'O^ — i02/n -f- ^^m^)'^iJL(2f}4 — 2i6m-t-66iM-) 
... y,3 - 30m 4- \*m^ — ^^\^m'] 



/ J' , jijMjij'îiii s<'|>li/*fiic ordre : 

♦■f^('-«/^ -A'u)'(— 8 4-Gm')4-^«(2/x — .iToK— »6 4-i2//i«)J 

— i1fx»(r)/x — A'o)'— 32fx»(r)^ — /Ç-o) 

— 28()r)^*(2fx — A''o)'-+-i6oo^'(2^ — ^0) 
4-fx»(2fx—A%)'(—9^>-^-2V/i')-+-fx'(2fi--^o)(— 192 + 48//*»)] 

^- '"T- W-.^i + é'o(- 9 -+- iî'^0 -^ '« - K'-^n] 

+ '''^>-%^,';i[-*i^iM2fx-A^o)'--iî^;x(2fx-A'o)-H^/x« 

4- (-»./x — A''o)(3()-- -r//0 +/jl(— 72H-^,^/?î) 4- 72 — 45//J] 

<- /"^>r 1 1 V I2.u~ A^j'4- O^fx -,iro)'(¥- V^^O 

-+- (2 |ui — A'o) (— 33 -f- 27 //i — V-/''' ) — -'-î^ H-I8//1 — V /n«-h îî-î m^] 

^- '"^>.u*r 1 1- V i<>fx- A^,)'-f- ((>^-^-,)M-v - V'^o 

4- (Ojui- A%)(33 — 27 //i H- \^//j») - -',^4-18/11 - ^//i«4- Hî/w^] 

■^-V\-î-^.^.'^'U^3o4- V//0 4-.U«A'o(^>0 — 27//!)— 42fJl» 
4- A'5l— «'"^-^ V'"^~^i^v'^''o(— "O^'^-M^^^W' — *,-//!*) 4- |X'(— 60 4-54 //l) 
• - A'o V — ^**^* '- ''* i '" — V' fft')-^ IJ<{\ 3 -^ — 1 08 m 4- 33 //i' ) 
^ 3,^ _ ;^0,;, ^ Y/,i«— *,V'"'] 
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-hVC^'M-— ^o)'^-/^(-''f^— ^o)-(6o— 27//O 

H- fji (?. |JL — ^'0) (396 — '.î 1 6 m 4- 33 m*) -H jix* ( — ?4o 4- 2 1 6 m ) 
4-(2|jL — ^9)( — 6G-{-b!\m — ^/m') 4-|jl( — 264 -H ?^ i (> /// -()()//î*) 
+ 33 — 36/?j -h ^m« — \*^/?î*] 

4- (4/^ — g"o)'(— 3o -h 27///) -hfji-(— 120 4-108 /?0 

H_^(__2G4 4-2i6m — 66m*)4-66 — 72///4-33//i*— ^i^/>i*] 

'wM>.^i)*^i',L,[Vf^(^/^~^o)'4-20i^V^^f^-^or4-i62.a=H2^--.^'o 

— -^(afx — goY-^ f^(2 f^ — é'o)' (— Go 4- 27 m) 
4-fx'(2^ — ^o)(— 7'>G -»- '>''jom) 4-|Jt'(— 324 4-108///) 

4-/jl(2/jl — g(s){ — 3964-216/// — 33///-) 
4- |jl'(— i3o8 4- 756/// — 99'/»*) 

4-(2/jL — ^o)(i98— i62///4-V/^**)-^.^('''G» — •'•«<^'^«-+-G/>'"*) 
4- 33 — 36/7/ 4- ?,^/?i'— ^}m'] 



\^\ jusqu'au sixième ordre : 



+ ^lVo[8f*^î - SSfxVJ - 352fx'^-; 4- 5i2^*é'o 

4- fx^î (-16 4-12/71*) 4- fx'^o(- 64 4- 48/71*)] 
-H>4%>iViUf^(2f^-+-^o)*-22^*(2fx4-^o)' 

— 44ft'( afX 4- ^0)*+ 32 |JL*(2/X 4- À'o) 

4-fx(2^4-^o)'(— 84- 6//i-)-f-/Jt*(2]UL 4-^0) (—1^ + '^ ''**)] 

+ (^iVo)'[4i^VS -44p'^J -M64fx*^; -M2[x}g, 

-^ f^VU— 24 H- 6771») 4- fxVo(— 9^ -^ 24///*)] 
"^*[^«V-^J+^o(-9-Hf^/^0-'84-V'>0 

^*>',Vl[V(2f^-+-é'o)'+(2fX4-^%)*(V— V/^) 

-+-(2M + ^o)(-33 4-27/7i-y/7l*)-V- 



4-/7«*[^, 
4- 771 



(2/JL 4- ^o)(— 33 4- 27 /7i — ?^/7l*) — -V- 4- 18/77 — 3^1 m* 4- Hf 771* ] 



+ ¥^? 4-fx^*(3o — V-'^0-Hi^Vo(6<^ — 27^0-+-42/x' 

H- ^î ('5 — ¥'^0 H- /^^o ( — '98 -+- 108 /7î — ^77/*) 4- fx*(6o — 54 

4-^o( — 66 "+- ^4/^» — ¥'^')^~ [a(— l32 4- 108 /7l — 33/71*) 



,//) 



— 33 4- 36/71 — -»,^77i* 4- VV ''^'] 



Foc, de T,- M. J.3 
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Xy^, jusqu'au huilièmc ordre (deux formules sont ainsi réunies en une 
seule) : 

± fx5'J(- 34 4- i8m») +f*Vo(-'44 -H io8m»)] 

— 353 (*' (s! fx dz ^, )» 4- 5 1 2 (*' (a fx ± ^, ) 

+ p(af*±5'.)'(-i6 + i2m«)H-|x'(9|x±5'.){-64-h48m«)] 

^'.',U»%. [i f* Ctf* ± ff<,y- 23f*«(4F i^'.)' 

-/;4F'('iF±<S'.)'+3aix*(4fJt±^.) 

+ ).',", À<;.', [±i6hV5 - 264{*'A'5 ±1 i3()fx'^» - 96ofxV. 

± f*VÎ (- 9<i + 5*4 m' ) + f*Vo (- 576 + 1 44 m'- )J 

+ (>-.*.i )'>■',%. [4 f*' (2 F = 5'.)*- 44h'(5F - A'.)' 

H- ft«(3(i± ^,)'(— 2', -+-6m') + |Jt»(2fx ± A'.)(— </> -^ •••«''«')1 

+ (>,%)'[ qi 32 fxvî-i 92 fxVo] ; 

+ m»X',»; [± '.Vo-; - i8fXo-. ± >i^l^^■ 

-h ^o(- 36 -h '^m)±: ;x(— 71 4- \^m) zt (-79. -4- i5m)| 

-h (ijUL ±:^o)(— 33 -h 27m — V'"') - -V -+- '«'« — V''''-^-T;^''M 

-t- ligoi — 396 -h 216m — 33 /;i*) lîz ;i*('^lo — 9.16m) 

-h ^0 ( — 60 -h 5/| m — Y wi* ) li: fA( — 26 i -4- 3 1 6 /?i — ^3*) //i' ) 

- ( — 33 4- 36m — V '"' -+- Vr "*' )] 

-+-V('^[Ji±^o)'-f-F(3H~A'o)M3o-i^m) 

-f-^(a/ji±:^oH — >98-hio8/ii — V**) -+-H*(6o — Ji/'O 
-+-(a]uidi^ç)(— 66-+-54111 — y/w')-+-fx(— i3a-hio8fM — 33/w') 
~ 33 -+- 36m — iim* 4- VV "»*] 
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4- /JL^o( — 396 -r 2i6m — 33m')± fx*(— 276 4-108 //i — 33m-) 
4- AToC— ^>^ + ^W'i — -\^m')iii |ui(— 264 4- 216//1 — 6Gm-) 
±: ( _ 33 4- 30 7w _ -y m' 4- ^;v' '^' ^ )] 



7. La résolution de ces équations par la méthode des approximations 
successives fournit aisément les valeurs des inconnues développées suivant 
les puissances de m. On trouvera plus loin ces valeurs qu'il est inutile de 
transcrire ici : elles sont, en effet, identiques à celles que fournit la deuxième 
niétliodc que j'ai employée et que je vais exposer maintenant. Comme je 
Tai déjà dit, d'ailleurs, cette méthode n'est que le développement de celle 
donnée par M. Hill dans son Mémoire : Researches in llie lunar iheory 
(^American Journal of Matheniatics y t. 1). Toutefois, pour phis de 
clarté, je vais en reprendre l'exposition dès le début et sous une forme un 
l)eu différente, qui me permettra d'appliquer aisément les procédés de réso- 
lution qui m'ont déjà servi. 

Le problème à résoudre est le même que précédemment. Je prends les 
équations du mouvement sous leur forme habituelle {voir mon Mémoire, 
déjà cité) 

a </^* r J àr ' 

d^__l^_ /(M 4- Mo ) i î^ _ 
di* r dl^ /=* '^ r dr ~ ^' 

où, comme on l'a déjà vu, et en gardant toutes les notations déjà employées, 

T> n'*r' . 5 „. ^ , .... dix , , dli . 

R= — 7— (i 4- 3cos2lI) et (d{\)zii -—dr -h ~T-di'. 

J'élimine y entre ces deux équations; il vient, en représentant les dérivées 
à Taide d'accents. 



irr" 



Comme les coordonnées du Soleil ne figurent dans R que par N', à cause 
de H = t' — N', on a 
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D'ailleurs, on a toujours réquation employée antérieurement 

-7- (/'r') -+-f /i'^/'sinsH — o, 

de sorte que celle déjà obtenue peut s'écrire fmalement sous la forme 
irr'' -\- /•'*— /^r'*— 2n'r^v' — f /i'*/*(i -+- 3 cosaH) =: const. 

Ce sont ces deux dernières équations que je vais utiliser. 
Je fais toujours v =: \ -f- X et je remplace /• et ç par 

X =z rcos)., 
r^irsinX, 

de sorte que les nouvelles inconnues sont les coordonnées rectangulaires de 
la Lune dans son mouvement relatif par rapport à des axes mobiles, O.r 
étant la position moyenne du rayon vecteur de la Lune. 
Les équations deviennent alors 

'>. ( .rjc" -+- y y" ) H- .r'* -f- y'^ — i{n -\- n'){ xy' — x' y ) 

— (j7'4-/') (ai* -4- inn' -{- f /«'*)— |/i'*(x' — y*)cos2KH- g/i'^.rvsinaK = const. 

8. On peut développer x al y comme j'ai développé X dans la première 
mélbode; je pose donc 

^zz: a(i-h iar^cosVp), 

v — aii/pSinV,,, 

les y p étant les mômes arguments que précédemment (o exclu), et la sy- 
métrie des séries étant toujours supposée conservée. Le terme constant, a, 
dans X est une constante arbilraire qui s'introduit comme conséqu(*ncc de 
la méthode employée : on la déterminerait aisément en revenant aux équa- 
tions primitives. D'ailleurs, il y a une autre constante arbitraire véritable 
(correspondant à rcvxcenlricité) que j'appellerai yj et que je prendrai égale 

au coefficient de sin(i dans -> (h» sorte <pi<*^'»,i ^= y;. 
Alors les coeflicienls ./•,,, ^, y^^^ seront de la forme» 

•' /',7 ^' V /'•'/ ■*" '^1'''/ ^ "^ '^/».//^i -r . . . ;, 

\' •a'71/' -v''"' -1 1- î' v'-f -J_ vf*' VI* _i_ ^ 
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'^*^ '^^p.qyyplq ctant analogues aux X^^J^. De même, g sera de la forme 

l(»s gf^i^ étant anîilogues aux gi; g^^^ doit, d'ailleurs, coïncider avec ^'^o^ de 
sorte que j'écrirai simplement g^ partout. 

Je substitue maintenant ces valeurs dans les deux équations; le résultar 
se développe, pour la première, suivant les sinus des arguments V^ el, pour 
la deuxième, suivant les cosinus des mêmes angles. J'égale alors à zéro les 
coefficients de sinV^ et cosV^ dans ces deux résultats de substitution (la 
valeur o de V^ étant exclue), et j'obtiens les deux équations suivantes, que 
Ton comprendra comme celle qui donne X^ 

V/,,-Vp,-V,,:^2K) -+- m* 2;[|j-,,.yp,dz|(r^.v,,, -+-./>. .r,,J] = o, 

— 2(1 + ni){kp^—/cpjxp^yp^'] 
Vp.-V,,, = V;,Lp2K) '-*-w'2;[|(7,,JV,-f-x^.jr,,Jih|j^^.v^.]=zio. 

Dans ces équations, V^^ et V^^ peuvent prendre la valeur o : il esl clair, 
cfaillcurs, que, si V^^ = o, on doit faire Xp= ij y^^ = o. 

Dans la première ligne de chacune de ces écjuations, je mets en évidence 

los termes qui proviennent de la combinaison ,/' = j *^ ; puis, entre h's 

équations ainsi écrites, j'élimine j:^ mis en évidence : j'obtiens Téquatioii 
suivante propre à déterminer y,, 



V 

V 



w ., ,, / "'^P^i^P,''i'i\J PiJ Pi * Pi* Pif 

P%t ^Pt /- *' / 

-^kp{kf,-^i-\-\m^)l{kp^-kp)A',„y,, 
^^(^-;-i-+-f//i*).V;,= '| 

Vp.-+-V;,,r.= y,,ui2K) 4- /n«[|A-,,=!i J(A^-4- i -^ xm -T-fm*)| 
(^uant à .r^, je reprendrai, pour h» déterminer, la prcMiiière des deux 



J, 



2 '2 



H. AMrOTCR. 



<'qiialioii« ohU'ïiufr^ plijs haut en IVrcrivant sou^ la forme 



/. 



>« 



■ >'/' 






1^ ^P ^Pz *P . P± ^t*^Pz?Pt ■*^:'*^t 

Z m- - , 

' / ^ t?P.P: i-^Pz-'Pi -^^î.'^t'" 

-4 '^p 



'l'^'ll'fs soiil les deux équations fondamentales que je vais appliquer: on 
\oit, d*aillfnr>. avec quelle facilité le calcul relatif à x^ pourra être achevi' 
quand on aura fait celui qui donne^i'^. I<*s mêmes quantités se reproduisant 
dans Ifs deux équations. 

9. Si maintenant on remarque que 

/. =: an: lang - ~ arc lanir ~ ~- , 

on ohlienl aisément la relation suivante pour déterminer A^ 



'•// " fi 



— V . \ 



IV Vi ...,/o / ' '^Piypi'^iypiyp'.ypi •^Piyptyptypr^jypi^'piYpiypiypi-^'-'ï 

i "^ '^Pt^Ptypi •^Pi*^/»t'^Piv^p«"+"^'^/'r^PtJ^'p».^>4J*Vi à 



-h ^pt^pt^pt^p 



tj p» i 

*yp. / 



CelUî relation déterminera en particulier la relation qui existe entre e et yj ; 



si Ton fait - := a, a sera de la forme 

Té ' 



0- =: O-Q -h O-j £* -I- 0"v 6* -h . . . . 



10. Les coefficients que je me propose de déterminer sont, comme pré- 
cédemment, ceux de la forme a;^%, y^[, x^'L,, 7^%, et, en outre, g^; on 
fera d'ailleurs, sur Tordre de ces coefficients, les mêmes remarques que 
celles faites sur l'ordre de X^**^^, X^®|^,; les conclusions seront les mêmes. 

On peut alors écrire les équations suivantes, dans lesquelles les termes 
utiles figurent seuls : j'indique en même temps jusqu'à quel ordre elles 
permettent de calculer les inconnues sans qu'il soit nécessaire de les com- 
pléter. 
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y'î!oJ ^'/.ô» ^'/.'o jusqu'au neuvième ordre : 

m'(9p + 6ix* + i -4- 3/« + |m') [{ - (/,«'„ )'+«!,)'] 






'*Î.O v' J,0 ^ I.O^' 4,0 ^^ *^4.0/2,O ^^/ ï,0 L Vys,0/ ^^V**!,©/ J ^^ • ■ • 



y\^\^ ^Z\y Ko jusqu'au onzième ordre : 



(0) 



I r> /jL« ( i6|ji* — I -+- J m' )/^<', 







-h w«(i8fjL -h 24]^'-+- f -1- 3m 4- |m*) 

-^ V'^ïtO ^^ J^2,0 Jty0jk,0^^^i,0'^k,0^^^i,0jk,0 '* 4,0/1,0/ 

-f- m«(i8 ji — 24|ji*— I — 3/w — |m*) 

•^ \*^6,0 v'^ôiO ^^^1,0/ V,0 ^^ *^J,0**^4,0 '*'l, 0/4,0 *^4,oJj,0-' 



3m< 

^^ jg^j^ V**'J,O^^J^Ï,0 ^' î, 0/4,0 ^^ '*' 4,0 **'4,0 ^^ "*'l,0j4,0 •^4,0.>J.O/ 

3 ml 

l^n^ ^'^ /e,0^^7j,0^ 4,0 ^^ '^î, 0*^4,0 -^2,074,0 *^4,o7j,0^ 



'•4-0 /*»0 '*'1,0/J,0 '^l.oj 6,0 "T^ •^6,0/2,0 



• • • • 
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rZn •*!,"o» K% jusqu'au neuvième ordre : 
-h m' ( 27 fi H- 54 fi' -+- 1-1-3 /M -Hfw') 

,.0) — ^fi v-0' _4_ m/ T^O) ^AO) t_ .y.(0) v'O' \ -u v'O' v'O) r^O) .y,:0) 

•' 6.Q — ^r/ 6,0 ^^ r-V ^i,oJ k.o ^^ ^k,oJt,o) ^^ Ji.Qj h,o '^i,©'^*,© 






'li.O .'6.0 *^t, 0^4,0 *^4,07î,0 ^^ 3 V^ t,0/ ^^ V** i,0 ^ ^ 2,0 ^^ * * ' 



^0 



jusqu'au dixième ordre : 



O \0 1 -T- j '/« ; 

x[--(4/^~^-o)(<;y,rM+7i%<^i)~(4f^4-^o)(<;7iri+/2% 

-^ L^S,-l Ji,-\ v^ 2,0 ^^ **'î, 0*^0,1 ^^ *^ J,0 y2,o**o,i 

.> 2,0/ 4,-1 "^•^2,0^4,-1 '^2,0/4,-1 ^^./ 2,0*^4,-1 
74,0.M,1 "+^^4.0^2,1 ^^^4,0j^2,l y^4,0'^2,lJ 

4- m^r^go - ?^J - f - 3m - f m») 

-^1*^2,1 J 2,1 ^^v^2,0 ^^ *^2, 0*^0,1 *^2,0 /2, 0*^0,1 

v'O) ,,(0) _i y.fO) ^0) _i ,y.''0) -,(0) */(0) ^(0) 

J4, 0^2,-1 "^ »^4, 0*^2,-1 "^ "*'4,0j2,-l Jk,0^t,-l 

.>2,0j4,i "^^2,0*^4,1 »^2,0J/4,l ^^/2.0'^4,lJ 
■+- 
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^ô".« jusqu'au septième ordre : 



Jt,Ojt,-i *^S, 0*^1,-1 yt,07î,l '^S,0-^l,t J^4, 0/4,-1 ^V,3-^*,-l 

^ m* 

_4_ _ _ / «.'0) ^(0) ^{Q) _i ^(0) .«(0) i_ <~(0) ^(0) ^(0) 

^^ / ^ V*^»,-! J^t,-1 J^ï,0 ^^ •^S,0'*'0,l ^^ *t,0 jTî, 0^0,1 

V^*' v'*^^ U- 'T'^O^ -t'O' -r^O) -,(0' _, -,(0) «.lO) \ 

■ (0) v<<^> u- v^®* -4- '»-^®^ -r'O' -rf*^' vf<>' 't'O' 






4 é'o 



0.1 



v<0) 



/4,0/t,-l ^^ **4,0'^J,-1 ^^•^4,0/î,-l y4,0'*t,-|/ 



cTj, jusqu'au septième ordre : 



en faisant 



y»!-t» ^iîi)» ^a!-t jusqu'au huitième ordre : 

X [- (2fx + ^,) «'o +/,%<'. ) - (6,* - ^,) (x'.",;,/,'!, + /,«; <i.) 
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-.foi ,.(0) _, ^'0' y.(o) -«(0) v'O' -U !•'*> -r^®' 

+ ,«^[1(2^ _ o.,) - 1(2^ - #,)«- I- - 3m - |m»] 

SX / y.'0) -,(0) _i_ W.O) -,(0) _i_ ,.(0) .y.(0) ^(0) ^.(0) v"*^ ?*'^' 

-/0> -u r»fO) ^fO) i_ «(0) ,,(0) .y.(0) 

y 4,0 "^ "^ 4.0**^ 0,1 "^ -^ 4,0 J4,0''0,l 

^/O) t/'O) _u r«fO» ^.fO) -,.(0) -,(0) _i_ ...0) «(O.i \ 

y 2,0 / 6, 1 "^ •^î,0'*^6,-i "* 1,0J 6,-1 ^^J i.Q^ 6,-1/ 



wMJl ,,'0) ^0) ^.(») ,,'01 ^.ÎO' *.{0.> -/(O) *,(0) ^.Oi ,.(0i 

y 1,0 «^'j.O^^O,! Ji.0Ji,-l ^i.O'^Jtj-l JijOjt.i **4-0'^4.I 

^^ / o rt /r >> 0-1 J i.O.' i,-l ^^ ** 2,0'*' 4,-1 ^^ •*'i,0.' 2,-1 / 2.0 ** 2.- l 

I ' ' f* A 

y 2,0 Jr 1,1 ^^ '^2,0"* 2,1 '*'2,oy 2,1 ^^ .' 2.0'*^2.l/ 

,) / y.(0' ,.;o) _i -.(0) *.o) _i_ ^/o) -«.(0) «»0' ..;o) .'0. ,.ii} 

\ ,,,, ,, \"* V,-l ,* 4, I "^J 2, oy 2,-1 "'" '^ 2,0*^2,-1 »* 2,0/ 4,-1 / 2,0»' 1,-1 



» '-^f^ — A'o 



,.(0' _i ^(0) ^.fO) _i ,,iO) -.0.1 y.(0^ \ 

y V.O "f" "*'*,0** 0,1 """ ** 4.0 y 4.0 •* 0,1 I 



V';",, •/.,''■,, Aj"', jiis(|irau liuiliôiiio ordn? : 

— 7.(111 -H A'»)| af'^'«(ji% — -^l'o-^o".'. ) 

+ 2f*(', jx + A'.) (/',%.)?.', + -r.t^a-iV,)] 
-I- (2/x + A'.,) [(a.i + go)'— i + '-'«'] 

m'[|(2;x-i-^o) + n2f* + ^,)' + | + 3m+fm'] 

^V^O.l^^' y 2,0/2,-1 ^^ ** 2.0 **'2.-l '^^ 2.0/ 2,-1 ^^ y 2,0 •^2,-1 

,.0- ..(0) _ ,.fO) .,.(0 _, ^.fO) -/«.O) v'OÎ ■*»'<>' \ 

.'l.U.'l.l '-'i. 0*^2.1 "'"'^l.oJs.l /2, 0^2,1 } 
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I -.(0) -.(0) _. ^lO) -.fO.l ^(0) .,fO) -/'*' r'"' \ 



- (6f* + «-.) «'./»»;, + r/.o •^«".'t )] 

_4_ v'O' r» 01 y.'O) ..(0) -,(0) ,v.(0) /«'O? ,..0' v'O' i'^« *•'<>' 

^^/J.O '*'1,U*'0,1 ^♦,0/J,-l *^4, 0*^4,-1 .'^1,0/4,1 '^2.0**4,1 

3 m* 

'. r>ti -L- tr V*^0,1^^* y 1,0? J,-l ^^ *^î,0^ 2,-1 "* 2,0/ i,-l ^^ J 2,0 ' î.-l 

-4 ^r" •" oo 

y 1,0/ 2,l"T~'*'2,0**2.l~^^2,0/2,l .* i,Q^ 2.1/ 
< on _l_ o- ^4,1 / 4.1 ~^/4.0 "T" •^4,0**'0,l "^4,0 / 4,0 ^* o, l 

^ -* r "*" O 

I -/(o) *.(0) !_ .*.0' ^.'o; y'o) -.;o .lo- y.'O) \ 

"•"/ 1,0/ 2,1 "^ "* 2. 0*^2.1 ^2.0/2,1 / 2.0** 2.1/ 






^',"1,, a;',*^,, X'^'J,, jusqu'au septième ordre : 

-^ LôOV**-!, 0/1,-1 /l, 0*^2,-1/ 

^ V'^^l-l "'"/ 1,-1 / 2,0 ^^ •^2,0 "^0,1 -^2,0 ^^/ 2,0 •* 0,1 

/ 1,0/4,-1 ^^ '^1, 0*^4,-1 ^^ '^2,0.* V.-I .'2.0'^*4. l^ 

+ in«[|(4fx-^o)-f(4f*-5'o)'-f-3»«-|/n=] 

-^ V^e.-i — ./ 6,-1 ^^/ 1,0/4,-1 ^^ '^1,0*^4,-1 *^l,0/i,-l /2,U»^4.-l 

^"/4,0v'^2,-l ^^ •^4,0'^2,-l *^4, 0/1,-1 /4. 0**2.-1/ 
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.(01 4H ff (01 i_ I r „. / -'0' v'o' v'O' •»•'•' \ 



•^*,-i 



- (8^i-^.)(x'<:i,y.';^ +A'\<-i)i 

/i,o/i,-i **'!, 0*^1,-1 J^*,o •^4,o'^o,i /i,o*fe,-i •*'i,o'*e.-i 
^ m» 
4 4 f* — o 

7 / ,, «. V'*'6,-l 76,-l^"yJtOj 4,-1 ^^ •* 1,0 •^4,-1 '*t,0J^4,-l ^«, 0*^4,-1 

4 4f* — oo 

^^74,0/1,-1^^*^4,0*^2,-1 '*'4,0yi,-l y4,0**l,-W 



»0 



y',"', a?'*',, X,*', jusqu'au sixième ordre : 



^fO) __ -> ^ + /^O (0) , 1 r/r. r, __ rr^Wjr^Oi __ y(0) ^(0) \ 

•^V,l T^ /4,l ^ î Lt4f* 00^*^4,0 74,0*^0,1/ 

^^OOV '^ 1,0^1, 1 ^^J«, 0-^1,1 /J 

"'■^y4,0 '*^4.0**'0,l ^^J^l,0/î,l **2,0**J,1 



m» 



4 4fA-^é'o 



/y,iO) _, vfO) i_ v'*»' -4- 'T^O' -r"^' -X- r»<0) _. ^(0) ^(Oj \ 



°^0 
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y.'!,» <'L,. ^i*!!, jusqu'au huitième ordre : 

4-(6,*±5',)[(6^±5-,)'-H-|m»] 

m«[f(6f*±5'o)4-|(6f*±5'o)'+|+3m + {/w«] 

N^ /-*.(0) _i •.»0) -f- vtO) -U -r'O) r'O) -f- ^(0 _, -,(0) ^(0) 



yj I 



— /«,0 *^€,0**'0,1 ^^/i,o7*,*i **'J,0*^*,±1 ^^ 74,0/ J,±l **'*,0***,^1 



w» 



A 5^-4-0- V*^*,=*=1^^7*,3:l J 4,0^^ "^i, 0^0,1 -^•^♦,0^^ »r4, 0*^0,1 

i_ yAO) ..(0) _, y,fO) y.(0) _, ^(0) - (0) 1. v'<») ^'«^ \ 



«0 

_i_ 01^(0) i «,(0) _i Q / ,.(0) v-tO^ _L- ^(0) ^(0; \ ^(0) rO/ «,(0) \1_. / ,,(0) \JT< 

). 

11. Ces équations, résolues par la méthode des approximations succes- 
sives, donnent les valeurs écrites ci-dessous des inconnues développées sui- 
vant les puissances de ni; comme je l'ai dit, d'ailleurs, les valeurs des X^ et 
de go obtenues ainsi sont identiques à celles que fournit l'application de la 
première méthode. Enfin je fais remarquer encore une fois que les calculs 
ont été menés de façon à obtenir, dans les valeurs des X^ et de g^y la m<*Mn(î 
approximation que Delaunay. 
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A oici l<*s rôsullals : 

Il . .*>() , 8g3 . 2 855 . 16671007 . 
' *-^ V 2*. 3 2^3* 2'. 3^ 2'*. 3* 

?. ii202 78() . 8 5C6 343ioi , i5 423 753 283 
2*-. 3*..) 2*''.3*'.;>- 2''.3'.o' 

I , i<) . 32 . 14-5 _ 8032171 , 
* •>. 2-. 3 3* 2*. 3^ 2*"*. 3* 



•"ï 



20 354 845 . q4o 1 1 4 7^3 . 8 3oo 23q o33 ^ 

2»-.3^ 2»».3«.5 2«*.3'.5- "»■+-•••' 

II , 5<) , 8c)3 , 2 855 . 8 3o4 440 < 

-•" 2' 2^.3 2'. 3* 2^.3^ 2**. 3^ 

io2 85qqoo . 3748175501* , 47-^281673* „ 
2".3\5 2»*.3«.5* 2". 3'. 5» 

25 371 _ io4o23 . 

\' ^ — — m* -!- — - — /7i* -f- — /;* 

'-"- 2^ 2«.3.5 2«.3-.5* 

5 56 1 6 1 1 , 5 208 846 60 1 

_4_ Mit ' _4_ '^ ' /»>» _U 

^ 2*. 3». 5' 2»^3».5* 

25 , 811 _ 121 540 ^ 3421 100 . 

* "^ J^ 2'.3..J 2*.3'.D* 2'.3'.D* 

' i. '^«» t ^4q s 647 623 

'•« - 2» ■ 2^3.5 ^ 2\3*.5* 

3i363 36i . 826-0012303* 



2^3^5* 2»^3\5^ 



0^ _2^,;,6^_!^Z_^ 



.> 6,0 — ^l.i 9 "* • ,.IJ J r - '" . . . . , 



0' _ 229,;i6 



'«•"'- 2'«.3 ^2". 3. 5. 7 ^ ' 

3 . 225 , 4071 , 365 4o3 
i-, =1 rm- w'— ^^—r- ni^ i^ /«* 

»~^ oî r»» r\l oll 



2 

I 273 920 965 

2'«.3» 

29726828924.189* 

2I8 33 "'' 2". 3* • • • •» 



12 822 


63 1 


- m^- 


2»^ 


3 


66702 


63 1 


I 253* 
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I 3.1 o35 , 1 îî ()33 . 



618011 . 7187750 . 1235127/413 . 

rr- m*-h^— rfV^m«H -^ //r-f-..., 



75 , 3 01 3 . 280879 

2* 2*** 2** 



//i* 



10742201 __ 3 362 079 1 09 
2»\3* 2»». 3^ 



i5 <37 , 48761 - 470887 . 
' *' * 2' 2' 2'. 3 2®.3- 



m' 



1 28 267 1 43 ^ 5 ^ 2 064 622 069 ^ ,. 



2'*. 3' 2**,3^ 



6 155897818 717 ^ 53 393 o48 u83 583 
2". 3*. 5 "* "^ 2".3«.5« 



• ♦ 



i5 iQQ . 3i 721 , 3i 1 3i I , 

*• * 2^ 2* 2'^. 3 2*<*.3* 

107605621 ^ 84717323 ^ 12 352 liio 7<)3 -.iii 

2»'. 3' 2»».3^ 2". 35. 5 ' •••' 

i5 263 - 48217 , 1880537 
-' * 2' 2' 2*. 3 2*^3* 

i3o 463 4o5 - 4 38o 108 607 

1391 770912969' 389 939 8o.i 993 1 1 .r 
"^ ^ïïTsï "' "^ ^573^5 '" 



7 . 17 , I io3 . 5()i 3()i 
• *'* 2* 2*. 3 2*. 3* 2'*. 3' 



//i* 



10 835 681 ^ 13208276000 , 
2»^3^ ^ 2»\35.5 



5 . 85 - 6 103 , 635765 
*•* 2* 2*. 3 2*. 3* 2**. 3' 

12445843 , 325461 ii3 , 



^ ^. '7 • 160 , 9577 ^ 806417 
*•' 2* 2*. 3 2^.3* 2**. 3' 

16 232 479 ^f, . 3 42 449669* _^ 
"^^3*~ '^ "^ ?V3^ ''^ 
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V 



r. . / 



342 843 8g3 g 2 1 387 963 091 , 



,^, 75 , I 353 . 3 63q 257 . 

*' * 2* 2' 2**.3.,1 

40587119 459 861 461 9" .„7 

2i».3.5» "^ 2»*. 3». 5» 

-wo> ^•>î> t 7701 . 619755 . 

♦ » I 2^ 2* 2" 

456i53 88i . 104906017201* , 

2»*.3«,5 '^ ^ 2»».3».5« "^ -^- ••• 



(A) "^7 1 9697 K 2680877 . 

•^ **' 2*^ 2*. 3. 5 2**.3*.;>* 



(m 187 . 22 . 

*** 2*° 6.0 



•vro» 3o9 . i54o3 . i4 881 477 R 

*'' 2* 2'. 3. 5 2". 3*, 5' 



6 



,„, 2 5o5 - 374 14' 
• *' * 2^' 2*».3 

j^jj _ 2 8o5 5 



.,„. 4 63d . 6o3 aD9 . 

•• * 2" 2". 3 



yl\ = IS -' 



^.(0) — 



•v,«, 17 II I 

1^*0' ' 711* -t- 

•'* — 2" 3 ''* ^^* • •' 



12. Dans ces formules, les nombres marques d'un astérisque sont ceux 
(jui durèrent des coefficients correspondants donnes par Delaunay dans sa 
Théorie de la Lune {Mémoires de V Académie des Sciences, t. XXVIII 
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et XXIX, sauf pour la valeur do g^ que Ton Irouve au\ Comptes rendus 
de V Académie des Sciences, t. LXX[V). Comme je l'ai annoncé au début, 
ce sont tous les coefficients qui correspondent (en tenant compte de Texcen- 
tricitc) aux termes d'un ordre supérieur au septième, et qui, par suite, ré- 
sultent du Ghap. X de l'œuvre de Delaunay, intitulé : Recherches sup- 
plémentaires sur la longitude de la Lune. 

Je ferai remarquer, en outre, que le coefficient de m* dans V^^^ se trouve 
donné exactement dans la Théorie de la Lune de de Pontécoulant, et qu'en 
transformant convenablement les résultats donnés par M. Hill dans le Mé- 
moire que j'ai déjà cité, on retrouve les mêmes valeurs que ci-dessus pour 
les quantités X'.'i.X-^.X'.':;. 

Je me propose de continuer très prochainement ces recherches en consi- 
dérant, d'une part, d'autres inégalités de la longitude de la Lune non moins 
importantes, et, d'autre part, en étudiant, au point de vue du calcul numé- 
rique, les formules et développements en série que l'on rencontre dans ce 
Mémoire. 



Fac.deT.— W. J.') 



SUR 



L'AIMANTATION DU NICKEL, 

INFLUENCE DE LA LONGUEUR DES BARREAUX, 

PAR M. G. BERSON, 

Professeur de Physique à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



1. Je me suis proposé de résoudre pour le nickel l'un des problèmes que 
M. Mascart a traités pour le fer il y a quelques années (*), c'est-à-dire de 
rechercher comment varie, dans un champ uniforme donné, l'intensité 
moyenne d'aimantation d'un cylindre de nickel placé parallèlement au 
champ quand varie le rapport de la longueur du cylindre à son diamètre. 
Le quotient de cette intensité moyenne A par la force du champ donne un 
coefficient moyen d'aimantation y, qui aurait pour limite le coefficient 
d'aimantation k caractérisant la susceptibilité magnétique du corps dans ce 
champ si le cylindre était infiniment long. L'intensité moyenne d'aimanta- 
tion étant le quotient du moment magnétique M par le volume, le calcul 
de ce nombre A exige la détermination du moment magnétique. 

2. Le moment magnétique M du barreau est mesuré par la méthode de 
Gauss, l'aimant étant placé horizontalement dans un plan perpendiculaire 
au méridien magnétique et passant par le centre du déclinomètre. La lon- 
gueur de l'aimant du déclinomètre est de 3*^™,i5. La plus grande longueur 
des barreaux sur lesquels j'ai expérimenté est de 80*^"* et leur milieu était 
toujours placé à une distance de 91*^™, 3 du milieu de l'aimant dévié. On 
peut, dans ces conditions, remplacer la distance des divers points du bar- 



(*) Journal de Physique, 2' série, t. V, p. 293. 

Fac. de r. — M. K. 
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reau déviant aux pôles de raimant du déclinomètre par leur distance au 
centre de ce dernier : le moment du couple qui produit la déviation n'est 
altéré que de 0,00 1 6 ou de beaucoup moins de jj^ de sa valeur par celle 
approximation. La formule qui donne M devient alors 

M = — ^^ tanga, 

H étant la composante horizontale terrestre, 
r la distance des centres des deux barreaux, 
a la déviation, 
2/ la distance des pôles de Taimant déviant. 

La distance de Téchelle au miroir du déclinomètre est de 376®"; si donc 
est le déplacement lu sur Téchelle, correspondant à la déviation a, la 
formule deviendra 

2 2 X 376 r 

Le nombre est déterminé par le pointé de trois élongations successives 
du déclinomètre. 

La composante horizontale terrestre H est connue à la place même oc- 
cupée par le déclinomètre, au moyen d'un petit barreau auxiliaire de mo- 
ment magnétique m^ par la détermination de /7iH et de n* Elle a été 

trouvée égale à 0,2480 C.G.S. Ce nombre élevé {Y Annuaire du Bureau 
des Longitudes ne donne pour valeur de H à Toulouse que 0,2164) s^ex- 
plique par le fait que mes expériences ont été effectuées dans un labora- 
toire du sous-sol de la Faculté des Sciences, dont le plafond est membre de 
fortes poutres d'un fer plus ou moins aciéré qui s'était certainement 
aimanté sous l'action de la Terre pendant qu'il était travaillé. 

La longueur / a été déterminée de façons diverses. Pour certains bar- 
reaux ayant été déjà étudiés dans des recherches antérieures (*), /a été 
calculé d'après les formules représentant la distribution de la couche fictive 
sur les parois latérales et sur les bases terminales ; c'est ainsi que les pôles 



(») Annales de Chimie et de Physique y 6* série, l. VIII, p. i-;6yei Journal de Physique, 
2' série, l. V, p. 452. 



SUR l'aimantation du nickel. K.3 

ont été trouvés à une distance des sommets égale à 



cm 



o,5ii pour raimantation totale, 
o,65o » résiduelle, 

o,225 » temporaire. 

Pour d'autres, / a été calculé en mesurant le moment magnétique M à 
des distances différentes du déclinomètre. Pour deux distances r et r', on 
a les équations 

2M (r«— /»)« (r'«— /«)» 

-jj- = ;;: tanga= — -, tanga'; 

l'égalité des deux derniers rapports fait connaître /. 

Le champ uniforme employé est le champ intérieur d'une longue bobine 
de i3o*^™ de longueur et de 3*^™ de diamètre, dont l'action propre était 
compensée par celle d'une autre bobine courte placée de l'autre côté du 
déclinomètre et traversée par le môme courant. La compensation des bo- 
bines était toujours vérifiée avant et après les opérations sur chaque bar- 
reau. La bobine magnétisante est formée de trois couches de spires de 
io3o, I022 et ioi5 spires, ce qui donne comme nombre de spires par unité 
de longueur /i, = a5,65. La force du champ est F = 4''^ ^i I> I étant l'in- 
tensité du courant mesurée en unités C.G.S. par un galvanomètre apério- 
dique Deprez-d'Arsonval, placé sur un shunt et gradué. 

3. J'ai opéré sur diverses sortes de nickel dans des champs variant de o 
à 146 C.G.S. Une partie de mes expériences a porté sur du fil de nickel 
de o*™,i35 de diamètre, de densité 8,74 a 22°. C'est un nickel contenant 
un peu moins de 1 pour 100 de fer. Les tiges découpées dans ce fil avaient 
des longueurs croissant de 10 en 10 centimètres depuis o jusqu'à 80; les 
rapports des longueurs aux diamètres étaient donc de 

74,07 i48,i5 222,22 296,30 870,88 444,44 5i8,58 592,70. 

J'ai employé aussi des barreaux dont la section carrée a o*^™, 2 de côté et 
dont les longueurs sont de 9*^™, 18*^™ et 27*^™. Ce métal a été obtenu par le 
laminage de cahiers de feuilles métalliques déposées par l'électrolyse. Aussi 
sa densité n'est-elle que de 7,o3. Les rapports des longueurs aux diamètres 
des sections circulaires équivalentes sont de 

89,88 79,76 et 119,64. 
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Ces diflërents échantillons de nickel ne sont pas chimiquement purs, 
surtout les premiers. La présence d'une petite quantité de substances 
étrangères modifle certainement leur susceptibilité magnétique: on sait 
que les alliages de fer et de nickel présentent, au point de \ue magnétique, 
de curieuses singularités. Le regretté M. Debray, qui s'était intéressé à 
mes recherches, avait bien voulu me promettre de me donner, si cela lui 
était possible, du nickel pur; après des tentatives multiples et également 
infructueuses pour obtenir des lingots pouvant être amenés en barreaux 
par des procédés mécaniques, M. Debray me remit du nickel pur en 
poudre et en grenaille. J'ai construit des cyUndres métalliques en tassant 
cette poudre et cette grenaille dans des tubes de verre de plusieurs ca- 
libres : c'était toujours le même nickel, recuit constamment à la même 
température de 340*^, occupant toujours le même volume io*"*,27o sous 
des longueurs allant de 4*^™? 9 '^ 71*^"; les rapports des longueurs aux dia- 
mètres sont de 

3,000 6,4-^^ 28,34 62,24 ei 165,44; 

la densité est de 2,77. 

4. Aimantation totale. — Pour les fils, les variations de Tintensité 
moyenne d'aimantation totale sont données par le Tableau suivant, dans 
lequel la première colonne contient les valeurs du champ F en unités 
C.G.S., et les autres colonnes les valeurs absolues de A. 











Tableau I. 










F. 


10«. 


20-. 


30«-. 


40'-. 


50~. 


G0-. 


70-. 


80-. 


18, 32 


7' ,7 


86,8 


96,6 


102,2 


106,8 


108,7 


111,6 


ii3,6 


36,64 


i63,2 


186,3 


'99,7 


207,8 


211,3 


214,9 


218,8 


223,9 


54,95 


234,6 


246,4 


255,3 


257,7 


264,6 


268,9 


267,8 


268,2 


73,27 


259,1 


266,7 


271,4 


276,3 


285,9 


289,2 


288,3 


291,0 


9', 59 


9.76,0 


280,9 


288,9 


289,2 


298,9 


3oi,9 


3o2,I 


3o5,i 


«09,91 


2ÎK>,6 


296,8 


3oo,i 


3o5,2 


3o7,5 


3o&,6 


Sic, 5 


3i3,3 


I'28,23 


3o3,4 


3o4,8 


3o6,3 


3io,9 


3i2,4 


3i3,i 


3i5,3 


3i6,6 


146,53 


3o8,4 


309,9 


3ii,4 


3i3,4 


3ii,7 


3i5,2 


317,1 


317,6 



On voit que : 

i*^ Pour les petites forces, A croît rapidement avec la longueur de la 
tige; 

1^ Cet accroissement est de moins en moins rapide à mesure que la 
valeur de la force s'élève ; 
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3° Cet accroissement est surtout marque pour les tiges de petite lon- 
gueur. Ainsi, dans un champ égal à 18,82, le rapport de l'accroissement 
de la valeur de A à sa valeur moyenne quand la longueur passe de 10*^" à 
20^"" est de 0,190, tandis qu'elle n'est plus que de 0,01 1 quand on passe 
d'un fil de 70*^"" à un fil de 80^™. 

Pour les barreaux carrés, dont la densité est moindre que celle des fils 
précédents, l'intensité moyenne d'aimantation est beaucoup plus petite. 





Tab. 
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F. 


9*». 


18«». 


27"-. 


18, 3a 


7w3 


8,007 


11,57 


36,64 


16, 46 


18,25 


24 , 5o 


54,95 


36,28 


36, 5i 


46,96 


73,27 


59,79 


59,56 


70,43 


9ï,59 


76, 9î* 


77,67 


87,79 


09,9» 


9«,70 


9», 92 


100, 38 



Les nombres sont certainement un peu faibles pour le barreau de 18*^'" 
dont un des bouts s'est légèrement effeuillé. Sous le bénéfice de cotlo 
remarque, les conclusions sont les mêmes que les précédentes. 

Enfin, pour les barreaux constitués avec de la grenaille et de la poudre 
de nickel, l'allure générale du phénomène est encore la même, comme 
cela résulte du Tableau suivant : 







Tableau III, 






F. 


4«-,9. 


8«-, 17. 


21»-,9. 


37^", 0. 


71««,t 


18, 32 


1,53 


1 ,61 


1,73 


1,76 


«,79 


36,64 


3,09 


3,27 


3,5i 


3,63 


3,66 


54,95 


4,65 


5,19 


5,48 


5,5i 


5,5i 


73,27 


6,41 


7,08 


7,5o 


7,5i 


7,53 


9ï,59 


8,o5 


8,73 


9,28 


9,39 


9,îï 


»09,9ï 


9,^4 


10,07 


10,78 


10,82 


10,93 



On peut remarquer que, en raison de la faible densité du métal, l'in- 
tensité moyenne d'aimantation varie faiblement d'un cylindre à l'autre, 
sauf pour les très courts barreaux dont la longueur n'est que le sextuple* 
ou le triple du diamètre. 

5. Si l'on considère d'autre part le rapport / de l'intensité moyenne 
d'aimantation totale à la force du champ de la bobine, /= p> on sait que 
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ce nombre* d'abord croissant, atteint bientôt un maximum pour tendre 
ensuite vers zéro quand la force magnétisante augmente indéfiniment. On 
trouve ci-dessous les Tableaux des valeurs de / correspondantes aux inten- 
sités d'aimantation des Tableaux précédents et qui, pour im même champ, 
leur sont évidemment proportionnelles. Le Tableau IV est relatif aux 
tiges de nickel de o^^jiSS de diamètre. 











Tableau n\ 










F- 


10*-. 


2(>«. 


30«. 


40«. 


5(K-. 


«K-. 


T0-. 


80-. 


18.Î2 

» 


^,91 


4,7Î 


5i27 


5,>9 


5,83 


5.93 


6,09 


6,20 


v^\M 


i.i5 


5,o85 


5,45 


5,67 


5,77 


3,87 


5,97 


6,11 


>iî9> 


4,27 


4,48 


4,54 


4,69 


4,81 


4,89 


4,87 


4,88 


:^^7 


3,54 


3,64 


3,7-1 


3,77 


3,90 


3,95 


3,93 


3,97 


9iî>9 


3,01 


3,07 


3,i> 


3, If) 


3,26 


3,3o 


3,3o 


3,32 


i^^,9i 


2,6', 


2,70 


1,73 


9,78 


2,86 


2,81 


2,82 


2,8) 


128,^3 


^,37 


y. , 38 


2,39 


2,4^ 


^.44 


î^,44 


2,46 


2,47 


1 16,33 


'i,\\ 


'2 , 1 1 î 


^,1-2 


•^,Ii 


2,l5 


2,l5 


2,16 


2,ir» 



I.C Tableau V se rapporte aux barreaux de section carrée. 





Tableau V 


• 




F. 


O*-. 


18«-. 


27-. 


18, 32 


o,4a2 


0,437 


o,632 


36,64 


0,449 


0,498 


0,669 


54,95 


0,660 


0,664 


o,854 


73,27 


0,816 


o,8i3 


0,961 


9', 59 


0,840 


0,848 


0,958 


'09,9» 


o,834 


0,837 


0,913 



Enfin le Tableau VI donne les valeurs du coefficient /pour les cylindres 
de poudre de nickel. 

Tableau ri. 
F. 4-,9. 8-, 17. 21-,9. 37-,0. 71-0. 



18,32 


o,o833 


0,088 


0,094 


0,096 


0,098 


36, 6 i 


0,084 


0,089 


0,096 


0,099 


0,100 


54, 9 > 


o,o8> 


0,094 


0,100 


o,io3 


0,101 


73,27 


0,08 5 


0,097 


0,]02 


0,I025 


o,io3 


9», 59 


0,08 5 


0,095 


0,101 


0,102 


o,io3 


«09,9» 


0,084 


0,092 


0,098 


0,098 


0,099 



On voit, à l'inspection de ces nombres, que pour les fils le maximum a 
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lieu beaucoup plus rapidement que pour les barreaux de faible densité. 
Ainsi, pour les fils dont la plus petite longueur est 10*^™, il est atteint dans 
un champ au plus égal à 4i?5, tandis que, pour les barreaux carrés et les 
tubes, il ne se présente que dans des champs dépassant 70 et allant jus- 
qu'au delà de 90. 

Pour ces derniers cylindres, le coefficient / est faible, il ne dépasse 
guère ^. Il en résulte que le phénomène se rapproche de celui des métaux 
peu magnétiques ou diamagnétiques : l'intensité d'aimantation est sensi- 
blement proportionnelle à F, sauf pour les grandes valeurs de cette force ; 
par suite, / varie très peu pour un même barreau et même, à l'exception 
des cylindres de petite longueur, change peu quand on passe d'un barreau 
à un autre. On peut présumer que la valeur maxima limite de / diflere 
peu de 0,1 o3, qui serait ainsi le maximum du coefficient d'aimantation k 
du nickel sous cette forme et sous cette densité. 

D'autre part, le maximum de la valeur de/ se présente pour une force 
d'autant plus faible que le barreau est plus long. On peut déterminer 
approximativement cette force par la construction de la courbe d'aiman- 
tation à laquelle on mène la tangente issue de l'origine. Pour les fils 
de lo*'™, cette force est de 4i>5, tandis que, pour le fil de 80*^"*, elle n'est 
plus que de 25,5; pour les autres fils, les forces correspondantes au maxi- 
mum de /s'échelonnent entre ces deux nombres. 

Enfin, à mesure que s'abaisse cette force, la valeur du maximum de / 
s'élève : pour le fil de 10*^"*, le maximum est de ^^^ = 4>566 et, pour le 
fil de 8o<^">, il est de ^ = 6,698. 

6. Aimantation résiduelle. — L'aimantation résiduelle du nickel pré- 
sente, en général, les mêmes variations, mais plus accentuées que l'aiman- 
tation totale. 

Tableau /7/. 
Fils de o'^^jiSS de diamètre. 

F. 10«-. 20*-. 30*-. 40—. 50*-. GO—. 70—. 80—. 



18, 32 


28,0 


49,1 


61,4 


68,6 


73,2 


74,4 


76,1 




36,64 


95,8 


128,2 


146,7 


i57,3 


159,6 


161,2 


162,8 


166,6 


54,93 


i35,4 


168,5 


188,5 


195,4 


200,2 


201,4 


«97,9 


196,7 


73,27 


142,4 


1/3,9 


195,4 


202,7 


209,8 


208,6 


205 , I 


207,4 


9«,59 


M9,7 


179,4 


201,7 


207,6 


216,1 


216,4 


2i3,3 


214, j 


«o9,9« 


157,4 


189,3 


206,4 


218,7 


221 ,0 


220,8 


219,8 


220,7 


128,23 


162,6 


191,3 


208,1 


220,0 


223, 


223,4 


223,5 


223,9 


I 46,53 


i63,9 


«91,7 


209,3 


220,9 


224,0 


224,6 


224,8 


224,8 



K.8 





G. 


BEBS05. 






Tableau VIU. 






Barreaux de section carrée. 




F. 


9^-. 


IS~. 


ÎT-. 


|J*,32 


3.3G 


4:49 


8,855 


36/,i 


6.72 


9,61 


18.73 


>4-9> 


21. 84 


23,07 


36,78 


73,27 


42.00 


43:91 


m m 

».I7 


9':59 


-»>r9* 


>9î77 


ro>4 


109,91 


67,70 


71,46 


«1,74 



Four les cvlindres de nickel en poudre^ Taiman talion résiduelle est si 
faible que les erreurs d"ohservalions peuvent être une fraction importante 
de sa valeur : nous n'en parlerons pas. 

On peut faire sur le coefficient / relatif à Taimantation résiduelle les 
mêmes remarques que dans le cas de l'aimantation totale. 











Tableau IX. 










F. 


l«^r-. 


2<>-. 


3«f-. 


4<r«». 


50". 


GCr-. 


70«. 


80- 


18.32 


1,53 


2.68 

* 


3,iî 


3,75 


4.00 


4,06 


4,i5 


4,21 


W>,6î 


'f.SiP. 


>.>o 


4.00 


4r^9 


4,36 


IrlO 


4,44 


4,55 


>i,9î 


2 , i6 


3,07 


3,43 


3 . *>6 


3:6i 


3,67 


3.6o 


3,58 


73î'^7 


1.94 


2:37 


2,67 


'^.77 


2.80 


2,83 




2,83 


9»:'>9 


\M 


1 ,9*'» 


2.20 


2. '7 


2,i6 


2,36 


a, 33 


Î1.34 


irxj.gi 


1^43 


«:7' 


1,88 


'99 


2.01 


2.01 

* 


2.00 

■ 


2,01 


128. 7J 


i.C 


1,19 


1 ,6jï 


«.7? 


1,74 


•,7{ 


«.74 


"-75 


i»»i,'>i 


1.12 


i,3i 


I.4J 


i,'>i 


1,53 


i,i3 


1,53 


I.Î3 



7. Aimantation trmporaire. — On conçoit raccroissemenl continu des 
intensités d'aimantation totale et d'aimantation résiduelle avec la longueur 
du barreau. L'aimantation induite est, en eflet, la somme des termes d^une 
série convergente à termes alternativement positifs et négatifs. Le premier 
terme serait l'aimantation uniforme due au champ uniforme de la bobine; 
le deuxième terme, de signe contraire, serait Taimantation due à la force 
provenant de cette aimantation uniforme; le troisième terme, de même 
signe que le premier, résulterait de la force émanée du magnétisme qui 
correspond au deuxième, etc. Les deux premiers termes sont clairement 
d'une importance très prépondérante. Or le premier terme est le même 
pour les barreaux de toutes les longueurs et de toutes les sections, le 
deuxième dépend de la longueur et de la section. Pour des barreaux de 
même section, à une dislance donnée d'une extrémité, la force provenant 
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de l'aimantation uniforme correspondant au premier terme de la série est 
d'autant plus petite que le barreau est plus long et, par suite, le deuxième 
terme est d'autant plus petit : d'où l'accroissement de l'aimantation induite 
avec la longueur des tiges placées dans un champ donné. 

Le raisonnement ne s'applique plus à l'aimantation temporaire. Sup- 
posons, en effet, tout d'abord que, dans des fils de même section et de lon- 
gueurs diverses, l'aimantation totale soit la même à partir des extrémités. 
La force démagnétisante en un point situé à une distance donnée du bout 
sera d'autant plus petite que le barreau sera plus long. Au moment précis 
où le courant de la bobine est interrompu, cette force démagnétisante 
existe seule et l'on conçoit que, conformément aux idées qui résultent des 
expériences de M. Ewing, les aimants moléculaires qui constituent le bar- 
reau reviennent vers une position d'équilibre d'autant plus éloignée de la 
précédente que cette force démagnétisante sera plus grande, c'est-à-dire 
que l'aimantation temporaire varie en sens contraire de la longueur de l'ai- 
mant. Toutefois, comme je l'ai montré, des barreaux placés dans le même 
champ prennent une aimantation totale qui est une fonction croissante du 
rapport de la longueur au diamètre : c'est ce qui explique que, pour les 
barreaux longs, l'aimantation temporaire cesse de diminuer quand la lon- 
gueur augmente, et même devienne croissante, comme il résulte du Ta- 
bleau X (*) relatif aux fils de nickel de o*^™,i35 de diamètre. 











Tableau X, 










F. 


!()•». 


20-. 


30"». 


40»-. 


50—. 


60—. 


70«. 


80-. 


18, 3a 


43,7 


37,8 


35,2 


33,8 


33,6 


34,2 


35,5 


36,4 


36,64 


67,3 


58,1 


52,9 


5o,6 


5i,7 


53,8 


56, 


57,3 


54,95 


99,2 


77,9 


66,9 


62,3 


6/1,5 


67,5 


69,9 


^ 1 , j 


73,27 


117,0 


92,8 


79,0 


^3 5 


76,1 


80,6 


83,1 


83,7 


91,59 


126,3 


101,5 


87,3 


81,6 


82,8 


85,4 


88,8 


90,6 


109,91 


i33,2 


107,5 


9*^,7 


86,5 


86,5 


87,8 


90,7 


92,5 


128,23 


]4o,8 


ii3,5 


98,3 


90,9 


89,4 


89,7 


91,8 


92,7 



146,53 144,5 118,2 102,0 92,5 90,8 90,6 92,3 92,8 

Quant au rapport /de l'aimantation temporaire à la force du champ, il 



(1) Les Tableaux X et XI ne portent que les différences des nombres homologues des 
Tableaux I et VII et des Tableaux IV et IX. Ils ne sont donnés ici que pour faciliter la 
lecture de ce travail. 

Fac, de T. — VI. K.3 
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atteint très vite son maximum; la force correspondante pour les fils de 
nickel est toujours inférieure à quinze unités. 











Tableau XI, 










F. 


10—. 


20««. 


30«-. 


40«. 


50*-. 


60—. 


70«-. 


80-. 


i8,32 


2,39 


2,06 


1,92 


1,84 


1,83 


1,87 


1,94 


ï,99 


36,64 


1,83 


1,585 


1,44 


1,38 


1,41 


1,47 


1,53 


1,56 


54,95 


1,81 


i,4i 


1 ,22 


i,i3 


ï,ï7 


1,23 


1,27 


i,3o 


73,27 


i ,60 


1,27 


1,08 


1,00 


i,o4 


1,10 


i,i3 


1,14 


91,59 


1,38 


i,ii 


0,95 


0,89 


0,90 


0,93 


0,97 


0,98 


109,91 


1,21 


0,98 


o,85 


0,79 


0,79 


0,80 


0,82 


0,82 


128,23 


1,10 


0,89 


0,77 


0,70 


0,70 


0,70 


0,72 


0,72 


146,53 


0,99 


o,8o5 


0,70 


o,63 


0,62 


0,62 


o,63 


o,63 



8. Je ferai remarquer, en terminant, que les coefficients qui caractérisent 
les échantillons de nickel soumis à mes expériences décroissent beaucoup 
plus vite que la densité des tiges, ce qui ne permet malheureusement de 
rien inférer des nombres trouvés sur le nickel en poudre pour le nickel pur 
en lingot. 

Il existe d'ailleurs une concordance remarquable entre les conclusions 
de mon étude expérimentale sur le nickel et les résultats correspondants 
que M. Mascart a déduits de ses recherches sur Taimantation du fer. 



SUR LA. 



TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

PAR M. Ch. HERMITE, 

Professeur d'Algèbre supérieure à la Faculté des Sciences de Paris. 



Extrait des Mémoires de l'Académie tchèque de Prague. 



Dans le § 32 des Fundamenla^ Jacobi a fait la remarque que, si Ton dé- 
signe par X Tun des modules relatifs à la transformation d'ordre impair /i, 
par X' son complément, on a, entre les fonctions complètes A, A' analogues 
à K et K' et le multiplicateur M, les relations suivantes 

«A -h ipA — — 



a'A'-+-iP'A = 






OÙ <2, a', a, a' sont des nombres impairs, 6, h\ P, P' des nombres pairs sa- 
tisfaisant aux conditions aa' -^ bb' = n^ aa'-hPJi'=i. Puis il ajoute en 
note : Accuralior numerorum a, a', &, b', ... delerminatio pro sin- 
gulis eiusdem ordinis Iransformationibus gravibus laborare difficid- 
tatibus videlur. Immo hœc delerminatio ^ nisi egregie fallimury maxime 
a limitibus pendety inter quos modulas k versaluVy ita ut pro limitibus 
diversis plane alia évadai : quod quam inlricatam reddat questionem^ 
expcrtus cognoscêty etc. C'est dans le but d'éviter ces difficultés que j'ai 
modifié le point de vue du grand géomètre dans la théorie de la transfor- 
mation ; j'ai suivi une marche inverse : je me suis donné a priori les rela- 
tions entre K, K', A, A' pour en conclure les formules analytiques de la 
transformation que Jacobi, au contraire, établit en premier lieu, et j'ai 
posé la question comme il suit (*) : 



(*) Cours de la Faculté des Sciences de Paris, 4* édition, p. 265. 

Fac. de T, — VI. L. I 



1^.2 CH. BEf.MITE. 

Soi'^-nl. ii\rC' un»r ir.'-rr»? iiiO<iificiili'>ri d«?5 n<«lalk»n> employées dans h 
l'a ittlmik t'h ta . 






Ifc Ill•'rllf'^ quantités qu^r K et k « relatives à un autre module / et à sein 
coni[il«Miient / = \ i — /-. On propose de déterminer ce module, ainsi que 

^ ^r v^ 

la cons'tante M. de telle sorte que sn ^- / »• cni ^i» ' !•<!"( "y» ' ) admet- 
t<'nt pour [#êriodf> iîK et 21K . et s'expriment, |.iar conséquent, au moyen 
de> fondions doulilenient périodiques de module A". 
\ou* f»'ron>, pour cela, 

I ^ — a L — I ^ L . 
\ -^ = cL — l't/L . 

//. /y. c, </ étant des nombres entiers quelconques, avec la condition que 

L.* 

le rléterniinant ad — bc soit positif, afin que la partie réelle du quotient y- 
soit positive. On aura ainsi les égiilités 



pUl: 



iln( — ^j^— , / | = (— i»*dn( ^j. / I, 



sn( ^j , /j=(_,Ksn(^^, /). 



dn(:îlq^, /) = (-.)<'dn(^. /y 

Cela étant, la recherche des formules de transformation repose en entier 
sur les propriétés de la fonction 
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qui consistent dans les relations suivantes 



l'mZi.r-i-iK) 



Ce sont aussi ces égalités dont je ferai usage pour l'objet de cette Note, et 
j'indiquerai d'abord une méthode facile pour y parvenir. 
Je remarque, à cet effet, qu'ayant 

itzm.r 7C//I*!/ 



«(l'0=2<-)"'^ 



{m-o, du, ±2, ...), 



» • 



nous pouvons écrire 

si Ton pose, pour abréger, 

bx^ mx im^XJ 

Remplaçons maintenant dans le dernier terme i\J par la valeur tirée de la 
première des équations (A) : on obtient ainsi 

bx'^ mx m'(K — aLM) 
ç(^, ,n) = ^j^j ^ ^ -^ j-^^ 

OU bien 

De cette nouvelle expression résulte immédiatement que Ton a 

<p(j?-haK, ni)^=z c^{x, m 4- ^) 4- (2m -^ b)a; 

le changement de x en ,r h- 2K. se trouve donc ramené à cehii de m en 
fH -f- b qui peut toujours se faire dans une série s'élendant à toutes l(*s vah*urs 
de l'entier m. Nous parvenons de cette manière, en ayant égard au facteur 
(^ — i)*", à la prenjière des égalités à démontrer. 
La seconde découle de l'identité 

nx^ (dx -h 9.imK'y ni^c 
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on rétablit en transformant comme il suit la quantité 

. . nx' ibK' -h n\M , mx im*L 

Je lire d'abord des équations (A), par Télimination de L', cette expression 

ibK'-hnLM = dK, 

dx^ 

au moyen de laquelle le premier terme devient . .^,. ^ ; je remplace en- 
suite, dans le dernier terme, ih' par la valeur tirée de la seconde de ces 
égalités. Mous obtenons ainsi 

nx^ dx^ mx m*(/K'— cLM) 

9(^', m) -f- ^^^, ^ 4eK'LM "^ LM "^ dLSi ' 

ce qui démontre le résultat annoncé. On en conclut, comme toutàllieure, 
et, en simplifiant, 

»i7C(.r-t-/k') 

fp(x-h2iK') = { — iY^^^^''^{x)e ^ : 

c'est la relation qu'il s'agissait de démontrer. 
De là résulte immédiatement que, si l'on pose 

sn • ' ■ — ^ ^ 



/x .\ n,(a7) 



(rO = ^ 



les fonctions holomorphes ll(ip). H, (a;), ^t(x) satisfont à des relations 
analogues, et il s'ensuit que les quatre quotients 

n/r.\ — *'("^) 
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.5 



vérifient les éfj^alités suivantes, qui sont d'une grande importance : 



Q(jp4-5iK) 

R(x-f-aK) 
l{(^-f-îî/K') 

S(x-f-2K) : 

S(:r-+-2£K') 



i)«^-^«Q(j:-)» 

■I)''M{(X), 

i)«^-^*S(.r), 



Ces quantités sont donc des fonctions doublement {)ériodiques ayant un 
pôle uniques = iK\ et, sauf un facteur constant qui reste indéterminé, elles 
s'expriment sous forme entière au moyen de sn.r, cn.r, dnx- (*). Nous en 
donnerons une expression diflerente qui s'obtient, en introduisant les fonc- 
tions de M. Weierstrass, définies par les relations 



Al(.f) = 



AI(X),:^ 



Al{^),= 



Al(x),= 



8(0)^ ' 



j » « 



Il'Co)*^ 



J.r« 



"■(•O -Vir 

Il.(o)* ' 



Jj« 



e,(o) 



La constante J désigne dans ces formules rinlégrale complète de seconde 
espèce, et l'on a, comme on sait, 



-r^' 



sn-xdx. 



Posons, afin de passer au module /, 



J,=: r /*sn*(^, /)f/.r, 



( •) Cours d'Analyse, p. 281. 
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nous pourrons ecnre 






M J " B(o, /) 



Soil (Miiin 



« 

au li(*u (lu ([u<)li(*nl 777^-' on s(»ra aiiien<'î, on délerminant par la condi- 
tion S(o) = I lo faclcMir arbitraire (pii entre dans S(.v)j à la nouvelle 
lorinulo 



■^'(r ^:^ 



t 



et l<*s relations 



^(-)--vF(7)^^^' 



\\(.r), 
.\I(,r) 

Ai(,r), 

(•Il.r — -— ; :^> 

Ai(.r) 
, Al(.r), 



AI(j:) 

nous donneront pareillement 



Al 



(â'O. ^^' 



^ ^ Ai"(x) 

^^ ^ Ar'(j'.') 

Al(^, /) s^ 

I.a (piantilé .\ <pii est mise en évidence dans ces expressions me semble 
a[)peler Tatteiition et avoir dans la théorie de la transformation un rôle im- 
portant. Aux écpiations algébriques entre A* et /, entre le multiplicateur M 
et le moduh; doivent, en effet, s'ajouter celles cpi'on peut former entre N 
et A; j'ai essayé d'ouvrir la voie à ces nouvelles recherches par les remar- 
ques qui vont suivre. 
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En premier lieu, j'établirai les rclalions entre les deux fonctions com- 
plètes de seconde espèce, qui correspondent aux égalités 

îK' 

-^f — cL-h id\J. 
ni 

Je remarque d'abord que, si Ton pose ad -— hc = /^, on en déduil 

dK-ibK' 
nL= 5j , 

,, — cK-h£rtK' 
,r,L = y^ 



de sorte qu'en tirant de l'équation (B) 

.Il /iJLM in h 

M " "Te TR 

nous trouvons 

J 



LMX, 



J'introduis maintenant la seconde fonction complète de seconde espèce en 
employant la relation 



2 ' 



JK' 



je remplace, à cet effet, — j^- par J' j.-j et il vient, après une réduc- 
tion facile; 



'h=d5- ibS'-^ {dK - ibK') - 

M n 



C'est la première relation que je voudrais obtenir; une autre semblable, cjui 

J' 
concerne —> se conclut de Tégalité 



M 



d'où l'on tire 



J.L — JfL "^^^ — y 
* ri 



•Il — liii .JL. 

M ~ LM "^ 2 LM 



en éliminant J, au moyen de Téquation (B). Nous substituerons donc la 
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ce qui donno 



Cela étant, si l'on écrit d'abord 



2KL ■ 



2hL 



3 KLM 



et qu'ensuite on remplace K. — i&L'MparaLM, ci L'M par - 
cette expression devient 



m - 



3 — cJ + (a( -j^ -h ^ j -1- (- cK -h wK') - 



et, par conséquent, 



- — cJ + iai'-hi-cK-i 



Il importe d'observer que dans ces résultats la <iiianlilc ÏN, comme nous 

allons l'établir, est une fonction algébrique du moduli.-. Considérons, pour 

en donner un exemple, le cas simple de la transformation du second ordre ; 

au théorème II du § 37 des Fundamenta, qu'en remplaçant q par 9^ les 

quantités k, K cl K' deviennent J^|[, -^-—^K, ( i 4- k-)K\ nous njouto- 

ronsquo J et J'se changent en ., J — î(i — A"')K et -j-^-^ J — (i — *')K. 

On remarquera encore que les relations auxquelles nous venons do par- 

nouvent être présentées sous une forme plus sinqile; en se rappelant 

■>osè ad— bc=: n, on en déduit aisément les égaillés 



— M— 

I cil -t- idi; 

I M 

<• les conséq 



!nj -l-KN. 
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Multiplions la première par J', la seconde par J, el retranchons membre 
à membre, on obtiendra d'abord cette nouvelle expression de N, à savoir 

- N = ^ [J'(aJ, -i- ihy, ) -f- /M (rJ, 4- id]\ )J 
- :~[aJ'Ji-^/Jj; -\-i{hy]\ -cU,)l 

où n'entrent que les intégrales complètes de seconde espèce. 
Soient ensuite 

on a ces deux relations 

ai 

d\ 
//'*-]^z^/»(U_V), 

K 

que je vais employer pour difîérentier, par rapport à /i,l ■égalité^ =aL-{- ih\J 

ou bien K = MU. 
Nous trouvons ainsi 

(A'K-J)^ = U^M4-M(/ai-V)^,; 

cela étant, j'exprime au moyen de J et K le second membre, en rempla- 
çant U et V par les valeurs 

M' 

Vr=:M(/iJ-+-KN). 
Ce calcul nous donne 

ce qui est une relation linéaire homogène entre J et K. On aurait évidem- 
ment le même résultat en J' et K', en posant 

V = c J 4- /V/J', 
pour diflférentier l'égalité iK'= M(cL -f- id\J)\ il faut donc que les coef- 

Fcui, de T, — VI. L.2 



(urii'iiitt (II- J <:l K »oii*nt M-[ian;in*'nt niilf, le dcUrmiinant J'K — SK' élaiit 
(iill'i'-n'fil '!<; z<;ro. Nou»avoiiit, parco[iH»'-'iui*nl, 






f.ii [di-irti/'n- <li* r<rH n-liitioris a *-h' (W-roiivcrtir par Jacohi f;t donné*" dan.« 
le S 32 <I''H /''i/ru/ammla; on sait <[ir«!ll<T <;sl(l'un(r importance capitale dans 
la flii'-iir'î<-(l<t la tranHfonnation. Klle permet d'<-crin> la Herond** <4>iisla forme 



/. /// //M If/l Nr//. 



/.' 



M 



/,/./.'' 



et iioii^ «ni tironH iVxjin-ssioii Hiiivanle rjui est pitremcnl algébrique, comme 
iioiiH l'avons aiinotir-é, 

je vain en faire i[nel(|in-H apjilicationH. 

.le rntmiU-ri: rl'ahord le ca» de la transformation du second ordre où 
l'on a 



On en r'oneliilaiw'-fnent 



noiiH avons rionc 






ce rpii donne inimédintemenl 



■n 



l'Ji [HiHHiint iiu cas de n --~ 3, j'emploierai les expressions des deux mo- 
dules et rlu niultipitcnteur qu'obtient Jarobi dans le § 13 des Fundamrnia , 
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à >avoir 

. , ( 2 4- a ) a' 

A' = 9 

I -+- •>. X 

_ ( '■< + g )^ 3c 



On en lire d'abord, par un calcul facile, 



d"oii 



I -h j a 



A-' _ (i -h ^Ui 4- •f.oc) 



ot, par conséquent, 



M^' lia 



Avant ainsi la formule 



I -h Cf. 



dW^ 



nous écrirons d'abord 



dk 



dy. I 



r/A- I - y} 



F!n remarquant ensuite que Ton a 



ak 



nous parvenons à l'expression suivante 

On en conclut, si Ton résout par rapport à a, 



a = — I -f- \/i -H 1-N, 
et, en substituant dans la valeur de A^, on trouve Téqualion enlre \ el /^^ 



L.f2 «.II. IIFP.NITC. 

iî larjiir-ll*' noij^ voulions prirAriiir. à >avoir 



._ /_»;/îî _ /_ 4/.= ._ ^/.. ÎX' — M. 



Nous Fripprorli^Tons ce résultat ri»? la foriuuli* 



>n3 r -^ 



r-n consifléranl le numérateur, elle fait voir sur-le-champ que Ton a 

> =^— ^A- Sli- ' 

n? et /i étant deux entiers quelconques. 



KXTHAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. HERMITE, 

PAR M. BRIOSCHI. 

liome, 4 déccDibre 1893. 

Voici quelques réflexions relatives à la quantité \, qui découlent do 
votre relation 

Soit, en supposant // impair. 



on a 



l 



ou 



i t ) 



On sait cpir 
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par conséquent votr(? valeur de N peut s'écrire 

Mais de Téquation aux différences partielles de Jacol)i, à laquelle satis- 
font U et V, on tire 



de là résulte l'expression 






N = — >- A* i su- ( >- .vo>, /. ) 

// — I 



OU j ai lait 



» 



/// K -i- /// ' / K ' 



Dans mon travail yDie Aujlmung der Gle.ichungrti von fiinflrn 
Graden (^Malhcmatisckr Annalrn, t. XIII, p. iti)], j'avais considéré 

les e(|uations en -^ — v. 

J'en ai donné deux, pour // = 3, 

v^ — 6v* — !\ — j — V — 3 ^^ o; 

A' 

c'est la vôtre, pour // = 5, 

v*' — 6o v^ — I (>o av' — 8o (I -h '->. a^ ) v* — G4 a ( a* H- 2 ) v^ — 8o otr ^ o. 

En posant a = — y:— » et par la méthode que j'ai indi(piée5 on calculerait 

facilement d'autres cas. Mais ces équations en v n'ont pas la propriété 
caractéristique de celles que j'ai nommées jacohirnntjs. 



"•I 



a 






I 

I 



I 



SUR 



LA DENSITÉ CRITIQUE 

ET LE THÉORÈME DES ÉTATS CORRESPONDANTS, 

PAR M. E. MATHIAS, 

Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Si Ton porte en ordonnées les deux sortes de densités d'un corps (liquide 
et vapeur saturée) et en abscisses les températures, les deux courbes obte- 
nues se raccordent à la température critique; l'ensemble forme une courbe 
unique, telle que le lieu des milieux des cordes parallèles à l'axe des coor- 
données est une droite. Ce résultat, annoncé par MM. Cailletet et Ma- 
thias (*), vérifié sur l'acide sulfureux dans un intervalle de i5G°, a été 
confirmé récemment par M. Amagat (^). Mais, sauf pour l'acide sulfureux, 
la vérification n'a porté que sur des intervalles de température peu étendus 
(3o" à 60"), et l'on peut craindre que le diamètre rectiligne ne soit qu'une 
approximation. 

D'autre part, si l'on pose avec M. Van der Waals 

V isotherme réduite (i), que Ton déduit de son équation des fluides, 

montre que, à la limite de Tétat liquide (m voisin de zéro), n est voisin 
de j pour l'état liquide, et indéfiniment grand pour la vapeur saturée ('); 

(*) Cailletet et Matiuas, Comptes rendus, t. Cil, mai 1886, et t. CIV, juin 1887. 

(*) Amagat, Comptes rendus, t. CXIV, février 1892. 

(•) M. Van der Waals a montré qu'on lire le même résultat de l'équation des fluides de 

Fac,der, — \l. M.I 
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r'rst ce que ZiloD' parait avoir remarque le premier (•) sans y avoir, d'ail- 
leurs, non plus que Nadejdin (^), attaché d'importance. Il s'ensuit que la 
densité d'un liquide doit tendre vers le triple de la densité critique quand 
on s'éloiji^e le plus possible de la température critique, et j'ai montré dans 
un Mémoire antérieur {^ ) qu'il parait en être ainsi, bien que Véquaiion 
des Jluides de M. Van der Waals, el, par suite, r isotherme réduite 
qui en est la conséquence, ne représentent pas du tout l'état liquide 
pour m voisin de zéro. 

I. Les récentes expériences de M. Sydney Young (*) permettent de 
donner de la loi du diamètre rectiligne une démonstration définitive, 
puis(|u*il s'agit des corps les plus divers, au nombre de douze, et que les 
intervalles de températures atteignent 3oo® et même 325® {benzine mono- 
rhlorée). 

J'ai, au moyen des volumes spécifiques moléculaires donnés par 
M. Young, calculé la demi-somme des densités (*) pour chaque corps à un 
grand nombre de températures; puis j'ai déterminé le diamètre par deux 
points ( •) et j'ai comparé les ordonnées observées et calculées. 

Les Tableaux suivants donnent cette vérification pour les douze corps 
étudiés par M. Young. Les températures absolues de la première colonne 
sont relatives à la benzine monojluorée ; les nombres de chaque couple de 
lignes horizontales, pour les autres corps, se rapportent à des tempéra- 
tures correspondantes. et A désignent la température absolue et la den- 
sité critiques. 



rjiiusius, moyennant une légère modification dans le changement des variables, et j*ai montré 
moi-nicnie {Ann. de Toulouse^ 1891) qu'il en était de même avec une équation plus générale 
que celle de Clausius. 

P) ZiLOFF, Jour, de la Soc. phys. chim, russe, t. XIV, p. 169. 

(') Nadejdin, Exner's liepertorium, t. XXlll, p. 713 ; 1887. 

(') K. MATiiiASf Ann, de Toulouse, 1891. 

(^) Sydneï Young, Phil. Mag, [5], t. XXXIII, février 1892. 

(*) Rapportées à Teau à 4° ou mieux au gramme. Pour la plupart des corps étudiés par 
M. S. Young, aux températures correspondantes inférieures à 367**, 3 ( 6c/i-smc monojluorée)^ 
le volume spécifique moléculaire de la vapeur saturée n'a pas été déterminé. Dans ces con- 
(lition«, j'ai calculé, d'une façon approchée, la très faible densité de la vapeur saturée par 
extrapolation. 

(^; Il serait préférable de déterminer le diamètre rectiligne par la méthode des moindres 
carrés et en faisant usage de toutes les expériences : c'eût été trop pénible dans le cas présent. 
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La vérification de la loi du diamètre est pour ainsi dire absolue pour 
tous les corps étudiés; cependant, les trois alcools mélhylique, éthylique 
et propyliquc donnent, à la température la plus basse des expériences 
(^voir les Tableaux VII et IX du Mémoire de M. Young), une différence 
moyenne d'un peu plus de 2 pour 100 entre les nombres observés et cal- 
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Cillés (*); la vérification est parfaite dans un intervalle d'environ 180® à 
partir de la température critique. 

Les physiciens qui se sont occupés récemment de la détermination ex- 
périmentale des deux sortes de densités, MM. Battelli, Amagat et Young, 
ont conclu à Texistence d'une limite commune pour les deux densités à la 
température critique; d'après la loi du diamètre, il s'ensuit nécessairemenl 
que la densité critique est égale à l'ordonnée du diamètre qui correspond à 
la température critique, comme l'ont indiqué MM. Cailletet et Mathias 
(mai 1886). Les nombres A de la dernière ligne horizontale des deux Ta- 
bleaux précédents sont donc les densités critiques des corps étudiés. 

2. Si les équations de Van der Waals ou de Clausius, qui relient Tclal 
liquide à l'état gazeux, étaient rigoureuses, il n'y aurait aucune différence 
à comparer les deux sortes de densités des corps à des températures cor- 
respondantes ou à des pr-ess ions correspondantes; il n'y aurait, en effet, 
dans /(/?, i^, t) = o^ qu'un simple changement de variables. Mais il n'en 
est pas ainsi, et, d'après M. S. Young (^), il est nécessaire de comparer 
les substances différentes, non seulement à des températures correspond 
danteSj mais aussi à des pressions correspondantes. Il ressort même du 
travail de ce physicien que, dans cette seconde manière de voir, la compa- 
rabilité des corps est plus grande, particulièrement en ce qui concerne la 
densité de la vapeur saturée. 

Je me suis donc proposé de chercher si le diamètre des densités, com- 
parées à des pressions correspondantes, est rectiligne. La benzine mono- 
fluorée étant toujours le terme de comparaison, j'ai calculé (') les densités 
des corps sous des pressions qui correspondent à celles de la vapeur saturée 
de C^H'^Fl aux températures marquées dans les Tableaux I et II de ce 
Mémoire. Gomme précédemment, j'ai déterminé les diamètres par deux 
points (*). J'ai constaté que ces nouveaux diamètres sont rectilignes dans 
toute leur longueur, sauf pour les alcools, et qu'ils sont nettement diffé- 
rents des précédents quoique souvent très voisins d'eux. D'après la manière 



(*) L'eau présente éj^alement le cas d'un diamètre curviligne. 

(*) S. Young, loco citato, p. i55. 

(*) D'après les Tableaux VI et VIII du Mémoire de M. Young. 

{'*) Ces deux points correspondent à deux pressions de la benzine ntonofluorée^ et le 
Tableau IV du Mémoire de M. S. Young me donnait les points d'ébuUition des corps sous les 
pressions correspondantes; le diamètre était ainsi déterminé en fonction de la température. 
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même dont le calcul du diamètre relatif aux pressions correspondantes est 
fait, il est évident que, pour la benzine monofluoréey les deux sortes de 
diamètres coïncident. L'ordonnée du diamètre de seconde espèce corres- 
pondant à la pression critique fournit une nouvelle valeur de la densité 
critique A. Si cette quantité physique est bien déterminée, les deux valeurs 
de A doivent coïncider; c'est ce qui se vérifie de la façon la plus remar- 
quable. La moyenne de ces deux valeurs fournit donc, à un très haut degré 
d'approximation, la valeur de la densité critique. 

Dans les Tableaux suivants, u et A désignent la pression et la densité 

critiques. 
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3. Propriétés de la densité critique. — I. Les expériences de M. Young 
fournissent une très belle vérification de la règle du tiers de la densitéy 
comme le montre ce Tableau, dans lequel les densités critiques A sont les 
moyennes des nombres obtenus par les deux sortes de diamètres : 

Corps. A. Tiers de la densilc à £•. f«. 

C«n« o,3o38 o,3ooo o« 

(:MI«F1 o,3')43 0,3491 — 0,75 

CMI*C1 o,3C65 o,363:> -h 35 

(:«H«Br 0,4860 0,4836 -f- 53 

C«H5I 0,5843 o,58o8 -I- 77,8 

Cil*, on ^l'Ki'^ 0,9.74 o 

cMï*.on 0,2786 0,269 o 

CUP.OIÏ 0,2777 0,2733 o 

((:MI«)*0 0,263 1 0,2453 o 

CH».C00n o,35i6 o,35io -+- 16, 3 

CCI* 0,5557 0,5440 o 

SnCI* o,74f4 o,7465 -r- i4,9 

Pour les trois alcools et Téther, la densité du liquide n'est pas prise assez 
loin de la température critique pour que la vérification précise de la règle 
du tiers de la densité soit possible. Nous verrons, dans la suite de ce tra- 
vail, une formule très simple qui s'applique à ce cas et permet le calcul 
très approclié de la densité critique. 

Le tiers de la densité du chlorure d'étain liquide, à basse température, 
est nettement plus grand que sa densité critique, contrairement à ce qui 
arrive pour les autres corps du Tableau précédent. Nous utiliserons cette 
remarque. 

II. La méthode des deux diamètres, appliquée aux trois premiers 
alcools, donne pour leurs densités critiques six valeurs qui ne diffèrent de 
leur moyenne générale 0,2780 que de quantités très inférieures aux erreurs 
d'observation. Par suite, il est permis de conclure que les trois alcools ont 
même densité critique. Ce résultat se généralise de la façon la plus remar- 
quable, et Ton peut dire que : tous les alcools saturés^ homologues de 
l* alcool métliyUquCy ont même densité critique y qu'ils soient normaux, 
primaires, secondaires ou tertiaires. 

Le Tableau suivant démontre cette proposition de la manière la plus 
nette pour vingt et un homologues supérieurs de l'alcool éthylique (•). 



(1; La densité des liquides, telle qu'elle s'introduit dans les équations de la Thermodyna- 
mique, est la densité du liquide sous la pression de la vapeur saturée. Dans ces conditions. 
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Ordre Densité 

Alcools en C*. /i. de l'alcool. à r. r. A. 

Alcool îsopropylique* 3 Secondaire. 0,791 h- ij' 0,9.76 

Alcool butylique normal* 4 Primaire. o,8i35 -î- 22 o,'27r» 

Alcool isobutylique* { Primaire. 0,802 -h 19 0,275 

Alcool butylique secondaire 4 Secondaire. 0,827 ^ 0,276 

Trimélhylcarbinol* 4 Tertiaire. 0,7788 -f- 3o 0,277 

Alcool amylique normal 5 Primaire. o,83o » 0,277 

Alcool amylique de fermentation. 5 Id. 0,826 ' o 0,275 

Mélhylpropylcarbinol 5 Id. 0,824 o 0,273 

Mothylisopropylcarbinol 5 Id. 0,827 -^ *7 0,276 

Alcool hexylique normal 6 Id. o,833 o 0,278 

Mélhylbutylcarbinol 6 Id. 0,8227 o 0,274 

Élhylpropylcarbinol 6 Id. o,8343 o 0,278 

Alcool pinacolique 6 Secondaire. o,8347 o 0,278 

Alcool heptylique normal 7 Primaire. o,83o -h 16 0,277 

Isoamylméthylcarhinol 7 Secondaire. o,8i8j -4- 17,5 0,273 

Dipropylcarbinol 7 Id. o,8i4 -+-25 0,271 

DiÎRopropylcarbinol • 7 Id. o,8323 -+- 17 0,277 

Alcool octylique de THéracleum. 8 Primaire. o,83o -+- 16 0,277 

Alcool octylique de Bouis 8 Secondaire. 0,823 -h 17 0,274 

Hydrate d*octylène 8 Id. 0,811 o 0,270 

Alcool undécylique 11 Id. 0,826 •+- 19 0,275 

Pour les alcools qui ne sont pas marques d'un astérisque, la densité cri- 
tique A a été calculée en prenant le tiers de la densité à la température la 
plus basse possible. Pour les autres, dont la température critique est con- 
nue, A a été calculée à Taide de la formule (2) 

^ 2(2 — m) 



rétat liquide est parfaitement défini par la température 5ea/e, abstraction faite du cas où le 
liquide est dans un tube capillaire. 

Au contraire, la densité des liquides ordinaires, qui se trouve dans tous les Traités dr 
Physique et de Chimie, et dont je me suis servi pour calculer d'une manière approchée la 
densité critique, est la densité du \\i\uu\e pris sous la pression de ratmosphère. Or, en 
{général, la pression de vapeur saturée des liquides ordinaires est beaucoup plus faible que la 
pression atmosphérique; il s'ensuit que la plupart dos liquides étudiés en Phvsique sont des 
liquides comprimés. Cette remarque s'applique d'ailleurs à l'eau, dont le maximum de den- 
sité réel est plus élevé de quelques millièmes de degré que le maximum apparent fixé en 
général à -^-4*« Aujourd'hui que le gramme est défini par le kHojs^ramme des Archives, 
ou plutôt par la copie qui en a été faite par le Bureau international des Poids et Mesures, 
la remarque précédente n*a pas d'application. Si, comme autrefois, l'unité de poids étai( 
définie par le poids de i*' d'eau à son maximum de densité, il serait rationnel de compléter 
la définition et d'ajouter que l'eau est prise sous la pression de sa vapeur saturée. L'unité 
de poids serait ainsi abaissée d'environ jyjyj;-» et les densités des liquides ordinaires, rame- 
nées à la pression de la vapeur saturée, devraient subir une double correction du ménif 
ordre de grandeur. 
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dans laquelle 8 est la densité du liquide à /®, définie par 278 h- / = mS. La 
formule (2) sera démontrée plus loin. 

La signification physique de la loi démontrée par le Tableau précédent 
est très simple; en effet, d'après la règle du tiers de la densité, il s'ensuit 
que les alcools saturés, pour des températures de plus en plus basses, 
doivent avoir des densités de liquide sensiblement identiques, ce que l'ex- 
périence vérifie. 

L'observation précédente ne s'étend pas à toutes les séries homologues; 
il semble au contraire qu'elle constitue un cas très particulier. Si l'on con- 
sidère, en effet, la série des éthers simples bromes dérivés des alcools 
saturés, on trouve que, depuis le bromure de méthyle jusqu'au bromure 
d'heptyle, la densité du liquide (prise à la température la plus basse) et, par 
suite, la densité critique, diminuent très régulièrement et très rapidement, 
alors que le poids de la molécule augmente. II en est de même dans la 
série homologue des acides gras saturés, bien que la loi de décroissement 
soit moins rapide (voir la fin de ce travail). 

4. Propriétés des diamètres. — I. Dans ce qui suit, je m'occuperai 
exclusivement des diamètres relatifs aux températures correspondantes. 
Soient : 

y l'ordonnée d'un diamètre, 
a son coefficient angulaire, 
T = niQ la température absolue, 
A la densité critique, 

on a 

X=:A — «(0 — T) = A— «0(1 — w), 
ou 

(•^) / = A[n-a(i — m)] 

en posant 

(4) ^ = --Â- 

Or j'ai montré dans un travail précédent (*), et les nombres de M. S. 
Young vérifient également que, dans un intervalle d'environ 60® au- 
dessous de la température critique, les deux sortes de densités obéissent au 

~ THIA8» Ann, de Toulouse, 1891. 
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théorème des étals correspondants ('); les diamcln^s rocliligncs doiven! 
donc aussi lui obéir, au moins dans les uK^nies limites. 

Pour qu'il en soit ainsi, il esl nécessaire et suffisant que, dans l'équa- 
lion (3), a soit une constante. Dans le Tal)leau suivant, je donne ce coeffi- 
cient calculé d'après les expériences très précises d<» M. S. Young : 



Corps. 



C« II» Fl . 
CMPCl. 
C* H» Br. 
CMIM.. 



Flipérimenlatcurs. 

S. Young. 
Id. 
ïiJ. 
Id. 
Id. 



a. 

0,9559 
o,()i65 

«,9'»^7 
0,9639 

o,9')79. 



Corps. 



(c»n»)îO.... 

CIP.COOH.. 

SnCl^ 

CCI* 



Kxpcrimenlatciirs. 

S. Youn}r. 
Id. 
Id. 

ïd. 



a. 



<>,9G<M) 

",9<»Î7 

«,99 i^ 
0,9181 



Moyenne générale : ^ = 0,9518, 



Excepté la benzine nionofluoréc, le chlorure d'étain et le tétrachlorure 
de carbone, la concordance des valeurs de a est très remarquable. Par 
suite, le théorème de M. Van der Waals s'applique aux diamètres précé- 
dents dont Féquation est alors sensiblement 



(3') 



v^: A[i 4- o,95o(i — m)J. 



La différence de 3 pour 1 00 par rapport à la moyenne donnée par la ben- 
zine monofluorée et le tétrachlorure de carbone n'a que peu d'influenct». 
En eflet, à 200^ de la température critique, pour ces corps, (i — ///) est 
sensiblement égal à ^ et Terreur sur y n'est (jue de -j-^. 

Quant au clilorure d'étain, il établit la transition entre le groupe do' 
corps précédent et le suivant. 

Le calcul de a, fait pour la partie recliligne du diamètre des trois pre- 
miers alcools et pour l'acide sulfureux, donne le résultat suivant : 



Corps. 



KxiM*riiiienlaleiirs. 



a. 



CH'.OH 

C» H». OH . . . 



S. Young. 
Id. 



I ,o)7) 
1 ,02 $4 



Corps. 

c^ir.oii . 

so* 



Kxpérimcnlaleurs. 

S. Young. 
Caillclet et Malhias. 



a. 



I ,o(i7J 
I , o V^ î 



Moyenne générale : a — 1,0 jo. 



Ce Tableau montre que les diamètres des trois alcools et de l'acide sul- 



(*) D'après les expériences de M. S. Young, ce tliéorème C'^t parliculicromcnl exact j)our 
les' densités de liquides. 

Fac. de T. — VI. M. 2 
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furcu\ olHMs>eiil au ihéorèmo de M. Van dt?r W'aals, car a est sensiblement 
conslanl. 

Dans aucun A*' «:••> 'jroup'^s ne s«? ran;rerail l'acide carbonique, d'après les 
nonil>re> de MM. Caillelel el Malhias entre —34'* et -h20**, et d'après ceux 
di" M. Ama^'at entre o'* et — îi*^?]!. En particulier, le diamètre calculé 
rrapiès les nombres de M. Amagat donne a = o,858, la densité critique 
étant o, V^ I- L'acide cidorhydrique présente un cas analogue, mais avec a 
«•nsiblement plus grand que un. II s#?mble donc que la constante a puisse 
prendre, oscillant autour de l'unité, toute une série de valeurs diflërentes; 
mais il est commode, au point de vue des états correspondants, de ranger 
les corps en groupes, caractérisés par des valeurs de a nettement diffé- 
rentes, ce coefficient restant sensiblement constant pour tous les corps d'un 
même groupe, 

II. Le coefficient angulaire d'un diamètre rectiligne, exprimé en fonc- 
tion de la température centigrade P est, d'après l'équation (4)* 

A 

Il est donc négatif (*) et, dans chaque groupe de corps où le théorème 
des états correspondants s'applique (a constant), le coefficient angulaire 
tlu diamètre est proportionnel à la densité critique et en raison inverse 
dr la température critique absolue. 

Les diamètres les plus inclinés sont donc ceux pour lesquels est petit 
«'t A grand (cas de l'oxygène ); les moins inclinés sont ceux des corps à 
tiMupérature critique élevée et à densité critique faible (cas de Téther et de 
la ixrnzine;. 

Ola donne une indication sur la rapidité de la variation des deux sortes 
de densités, cette variation étant, toutes choses égales d'ailleurs, propor- 
tionnelle à l'inclinaison du diamètre sur Taxe des abscisses. 

Voici, à titre de renseignement, les coefficients angulaires des diamètres 
pour les corps étudiés par M. S. Young : 



(O V't suite, dans le même interxalle <Ie températures, la variation absolue de la densité 
dv liquide est toujours plus grande que eelle de la vapeur saturée. 
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Corps. a. 

C^W' Ojoooiiji 

C«H»FI — o,()oo58i 

C^H^C'I — <»,oo()jJ!» 

(> H« Br — () ,<)«)oGi)«j I ( C2 H5 )2 — <> .oooS i<» 



Corp-i. a. 

CIP.OII — 0,000 J7J 

CMP.OII — o,ooo>>i 

CMP.OII — 0,000 >5>. 



C«H*I 0,000775 



1 CIP.COOH... — o,ooo')Sv. 



CCI* - 0,000890 il SnCl^ — o,ooi>4^'> 

Dans le fjroupe des alcools, a et A sont constants; la formule (5) 
montre, par suite, que le coefficient angulaire des alcools doit diminuer 
régulièrement à mesure que la température s'élève, c'est-à-dire à mesure 
que la molécule devient plus lourde. C'est ce que ce Tableau permet de 
vérifier. 

III. Application du diamètre à l^ obtention de formules précises pour 
la densité de liquide. — Soient S et ô' les densités du liquide et di» la 
vapeur saturée, ciy l'ordonnée du diamètre à la même température». On a 






Or, comme je l'ai montré antérieurement, la densité de vapeur satu- 
rée 0' est représentée parfaitement entre m = 0,8 et m = i — i par la for- 
mule empirique 

kf / — ^ — *^ 

::= \\i -- m — I , I îî4 V ' ~ "* -+- <^ > '>79 y • 



d' 



On connaît, d'autre part, l'équation du diamètre rectiligne. La formuh* 
précédente doit donc donner très exactement la densité du liquide, même 
pour m<;(),8. En effet, dans ces conditions, y est exact et 0' est trop 
faible; mais, si l'erreur relative sur S' est de quelques centièmes, Terreur 
absolue est négligeable devant la densité S du li(|uid(î. Appli(juons, à lilre 
d'exemple, au tétrachlorure de carbone, d'après les données des expé- 
riences de M. S. Young, 



d'où 



>• = o,5558 -h 0,509/1(1 -- //*)» 

o'-z I , 46 ( 1 — ffl — I , I 24 V I — /« H- 0,.>7() j, 

=: o , 62'?2 — o , 44 1 2 ( I — m ) H- 1 , 64 1 V 1 — fn, 
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E. 


)IATHUS. 




T. 


m. 


ô i»b>ervê. 


ô «ralcale 


ior-9 


o,r)5i 


1, >>«o 


I, J*i8 


i-'I,. 


o.rîr» 


I , Si M* 


f , 5-»3* 


i "m,u> 


o.8o4|» 


i^>M9 


■ -^ >«*# 


4"»r»<» 


OjSi»S 


i.»ÎU 


» r ' Mr 


»>».: 


o^SiCM 


1,19*^ 


1 ,'97*» 


|S » .0 


o,Sr»«Î7 


l.lt¥)0 


1 . leî >♦» 


ly^KH» 


o,S*)»o 


1 » l<H|t> 


1,1 Ii7 


i 1 1» . > > 


o.y>S8 


1 .0 »S8 


1 ,4»^S- 


iî»^r» 


0,9179 


Oy9ia5 


o.»*i*>> 


M 1 , > 


o..|7>i 


o,SSi| 


o.^r»»» 


>|t».6'i 


0,98 »9 


o,8i>«» 


o,8i<ji 


î S u "1 


»SWil> 


rt.7St4'» 


o,7t;iS 



I^a méthode du diamètre fournit ainsi une formule qui s*applique dans 
un intervalle de ijo** au-dessous de la température critique ^^ 556**, 1 5 >. I^i 
densité prise à la température de 55 1^, 5 est nettement trop forte: la même 
ivmarque peut étix^ faite sur tous les corps étudiés par M. Younir au'ï tem- 
peintures qui correspondent à 55 1**, 5. 

IV. Li</tiùfcs pos^^'tfant un ttiamefn* rrr/iV/^v*/», — Soit un coq^s 
admettant un diamètre reotiliirne jusqu'à la soliditication^et passant à VêlM 
solide sans présenter les étals pâteux. Soit \ la température absolue de 
fusion ou de soliditioation \^ suivant les cas"^. Appelons ^3-+-/^A la valeur 
limite qu\)tteint la densité $ du liquide à la température X = xO (, *): '«'« 
densité de vapeur s;\luive est sensiblement nulle, et Tonlonnée y du dia- 

mèlix* égale -• Portons celle valeur dans Téipiation {'\\ du diamètre rec- 
lili^ne; //« devient .i\ et Ton tire 



.1 — : I 






ou sensiblemeni 



I - / 



puisque a est îiénéralemenl \oîsiu de i//k 

Si Ton connaît la Unupéraluiv de fusion on de soliditioation et la tomjH*- 
raluiv critique» .r est cvmuuu et Téquation i^0^ }vrmol de calculer / an 
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moyen de nombres lires de l'expérience. On a alors 



.-■; \' 



(0) 



/ - ■ 

Pour .r --: î, 
VoiïV .r> .1. 



/ «»s! positif. 
/' f'sl mil. 
/ o>t nr^jilir. 



Donc, selon la valeur de .#•, la valeur limite de la densité o du liquich* 
peut être supérieure, égale ou inférieure au triple de la densité crilitjin* A. 

Dans la majorité des cas, x est inférieur à ^, et très souvent supérieur ou 
égal à 0,45 ; /est donc très souvent compris entre o et -H 0,10. 

Plus exactement, /est donné par la formule 



((>)' 



f .— {\i/t — 1 ) — i ft.r Tnz i.ffi^i — ./• ) 



I . 



Mais cela ne change rien d'essentiel aux conclusions tirées de ré(jua- 
lîon (6)'; la valeur ^ que Ton comparait à .r est simj)lement remplacée par 
Texpression 



I 
I — 

•î a 



Pour ft :-: o,y5. 
Pour a =z 1 ,05, 



.r variant d<? 0,^7 'i à o,4'», 
./• variant de o,.')2'| à o,.'!.*», 



/ ViMJ** {\r n i\ -H <),o/|"i. 

/ vari<» «lo o à H- o, i.V). 



Proposons-nous de calculer/ pour un certain nombre de corps; a causr 
de la perturbation qui affecte le diamètre recliligne au voisinage de la 
fusion ou de la solidification, et que nous avons négligée, les valeurs obte- 
nues pour/seront simplement approchées. 



1" Cas où a est roimii. 



Tcnipéralurc absohu* 











(le 


iW 


Corps. 


H. 


a. 


solidification. 


fii>i<ïn. 


(:«H« 


DJ9,5:> 
63J,o 


o,9i()5 
0,95 >7 


>l 
1) 


'7'» 


^ m ■ K • • ^ 

C* H* F. 




2"'.>. .2 


^,^ Mm A ■ 

CMÏ»C1 


• • • ■ 


» 




C«H»Br. 


• a • 


670,0 


OjijGJij 


<-.,5! 


u 


CMIM.. 


• • • 


721,0 


o,«)57>. 


</>5 


n 


CCI* . . . 


• » • 


■ÎSC,!"» 


o,<M«i 


2.1s, ( 


1) 


SnCi^.. 


• « • 


'>9i,7 


^>,994^ 


<-^.«7,<» 


)> 


(C«H»)»0.. 


1^»7,î 


C) , lj()00 


'?.\i 


n 


CH'.COOH. 


594, (i 


'>;9<M7 


•,S.j,. 


•>.S.),> 


i:o* 


Ho.1,0 

4*9/» 


838 


» 


:>ir) 




— " w • 

• • « • 


i,o'>54 


Ï97 


'> 



.r. 



0,19»'» 


— <»,(»4'^ 


<),4«(r) 


— o.oJi» 


0, J(>Si 


--i),-;»o8 


0,377(1 


>-f-o, ><M> 


o,35v>.0 


>-4-(), aJ7 


o,440i 


-r-0»i)|('> 


o,48(v-) 


> —0,021 


c),n77 


—0,074 


«», Î8O4 


-0,009 


0,710"» 


o,5o> 


o,4''i9?. 


•0,1 {1, 



1 
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u" CV/.v ou l'on suppose a = i. 

TenipcTalurc absolue 

(le de 

r.nrp^. H. Milidification. fusion. x. f. 

Il 

Azolt' 127 '>^ « i>,|367 —0,087 

H\ [>oazoti(le îii.' '^^\ » «>j594*i — *>,i89 

Acide chlorhydrique . . '>24,'>. H*>5 « (>,>o28 — 0,006 

Acide sulfliydrique .. . 37î,>. '^754 > o,5o'2i —0,004 

(^anogcne ^97;<» » *2'38,ri o,(>oio — o,î(r< 

l*rot()\ydc d'azole 5o<).4 " '7Î 0,5624 — o,i-2'i 

Siilfuro de carlMUîC. . . jjo » i6'i 0,2964 -ho,4o7 

Clilorofonne \\- •' '>.o'^ 0,3780 H-0,244 

Trimélhylcarbonal '>o7,<» » '>.98 0,5867 — <i,i7*J 

Ces Tableaux donnent la signification exacte de la règle du tiers de la 
lensilê; ils montrent qu'elle n'est qu'une relation approchée et qu'elle 
donne, pour la densité critique, des valeurs tantôt par défaut (cas de l'acido 
carbonique) et tantôt par excès (cas du chlorure d'étain)(* ). Dans ce der- 
nier cas, probablement le plus fréquent, l'erreur commise sur A pourrait 
être notable si l'on se servait de la densité du liquide à la température de 
fusion ou de solidification. Le plus souvent, le point de fusion n'a pas été 
déterminé, ni la densité correspondante non plus, et l'on ne possède que 
des valeurs de S se rapportant à des températures sensiblement plus hautes : 

alors la relation A = 7 est beaucoup plus approchée. 

V. Liquides ne possédant pas de diamètre rectiligne. — Nous avons 
vu <iue c'était le cas des trois alcools méthylique, éthylique et propylique, 
dont le diamètre est curviligne dans une très grande partie de sa longueur. 
C'est également le cas de l'eau. Aucune règle ne permet actuellement do 
prévoir si un corps a ou non un diamètre rectiligne. 

5. Calcul rapide de la densité critique. ~ La considération du dia- 
mètre rectiligne permet de démontrer très simplement la formule (2), qui 
nous a déjà servi pour calculer la densité critique, connaissant et une 



(*) Les isothermes réduites provenant des équations de Van der Waals, ou de Clausius, 
ou même de l'équation plus {générale que j'ai signalée (Ann, de Toulouse, 1891) ne peuvent 
faire prévoir ce résultai. Kn elfel, pour // = j. elles donnent toutes m=.o au lieu de m voisin 
«le \ que donne l'expérience. De plus, pour n < J ou 8 > 3 A, on aurait /n < o, ce qui esl 
absurde. Gela montre que les diverses équations des fluides ne représentent plus du tout 
l'état liquide au voisinage de la solidification. 
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valeur S de la densité du liquide telle que la densité d(î vapeur saturée ne 
soit pas sensible (m5o,7) (' ). 

Dans ces conditions, on a, à un assez haut degré (Kapproximation, o = ny. 
Hemplaçons Tordonnéey du diamètre rectiligne par sa valeur lirée de Ci). 
11 vient 

d'où 



•N 






Remplaçons a par l'unité, il vient alors la formule approchée ( 2 ) 



(1) A^ 



'2 {2 — /H) 



Cette formule provient, comme on le voit, des deux résultats les plus 
inq)ortants de l'étude expérimentale des densités (diamètre rectiligne et a 
voisin de un); on peut donc accorder une grande confiance aux résultats 
(prelle fournit (voir le Tableau final). 

Il est facile de se rendre compte du degré d'approximation de cette for- 
mule. Les valeurs bien connues de a oscillent généralement entre o,()> 
et I ,o5. En prenant a = i , on commet sur a une erreur moyenne de o,oj. 
Pour I — m = 0,2 Terreur sur a(i — m) n'est que de 0,01, et Terreur 
sur A est de ■^. Pour 1 — m = o,/( Terreur sur a(i — w) est 0,02 et Ter- 
reur possible sur A est ^*-. L'erreur provenant de a est donc d'autant plus 
grande que m est plus petit, c'est-à-dire la température plus basse. L'er- 
reur, toujours par défaut, provenant de la densité S' de la vapeur salurée 
est de même signe que la précédente si a < r , de signe contraire si « > i . 

La formule (2) donnera donc des résultats particulièrement bons dans ce 
dernier cas. Au moyen des densités prises à différentes températures, f»n 
devra obtenir des valeurs de A presque rigoureusement constantes. Mal- 
heureusement la compensation des erreurs est imparfaite ; si Ton calcule A 
en prenant des valeurs de ô à température croissante, Terreur négative 
provenant de la vapeur saturée croît rapidement, Terreur positive pro- 
venant de a décroît au contraire; les valeurs de A décroissent lors(|ue 



(*) Pour m = 0,70, la densité «le vapeur saturée 0' esl généralement voisine «lu vrnticnu 
(le la densité du liquide 0. 
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/// croit. C'est ce que montre leTable«iu suivant, dans lequel la formule est 
îi|)|)lj(|née à l'acide sulfureux : 



0. 


1". 


/;;. 


a ( a - /// ) 
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— Jo 
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o , Vj^f) 
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~3o 


(»,7o(V{ 
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L(» nombre o, ^^'.i donné par la densité à -h 3o est le plus rapproché de la 
densité critique exacte o,52o; cela tient à ce que les erreurs de signes con- 
traires sont sensil)lement égales, leur valeur absolue étant voisine de j^. 

Dans le cas où a < 1 1 les deux erreurs par défaut s'ajoutent, et pour 
/;/ = o,-o leur somme peut atteindre et dépasser un peu 2 pour loo. II faut 
alors, ou bien calculer A à température basse (/w^o,6o par exemple), au- 
(|uel cas la densité de vapeur saturée S'est absolument négligeable, mais où 
Terreur provenant de a est grande, ou bien calculer A à température plus 
élevée en tenîint compte de o', la formule (2) devenant 






2 ( •> — /U) 



Lorsqu'on veut employer la densité de liquide prise à la température d'é- 
bullition sous la pression atmosphérique ( * ), il faut absolument employer la 
formule précédente, dont on pourra i)ousser l'applicationjusqu'à/n = 0,7/î 
environ. Dans ce cas, la pression étant faible, on calculera aisément 0' par 
rap[)lication de la loi de Mariotte et de la loi de Gay-Lussac. Pour/w>o,75^ 
l(» calcul approché de ô' devient trop incertain. 

La formule (2), dans les conditions où elle est applicable, est très supé- 
rieure, il peine est-il besoin de le dire, à la règle du tiers de la densité 
dont elle est une généralisation (elle la redonne pour m = o,5); c'est ce 
<jue montre le Tableau suivant (^) : 



(*) Pratiquement c'est, parmi los densités que l'on pcul employer, celle qui correspond 
a la température la plus élevée; quand on a pris des densités de liquides à température plus 
haute, c'est que la den«*iié de vapeur saturée 0' a été étudiée expérimentalement; alors À osi 
déterminé par la méthode du diamètre et la formule (2) est inutile. 

(•) Qui n*est autre qu'un Tableau tiré de mon précédent Mémoire (Ann. de Toulouse, 
1891), complété par la formule (2), mais d'où l'on a retiré réth>léne et l'acide chlorhv- 
drique auxquels cette forouile ne peut s'appliquer, vu que la densité de vapeur saturée cor- 
respondant à la densité du liquide n'est pas négligeable. 
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Corps. 

co« 

Az*0 

S0> 

(CMI»)«0 

Az 

CH* 

AzIP.... 




I ,oo3 

I , î I 28 

0,736 

0,861) 

0,41 3 

o,6i3S 

i,o883 



- 34 

— 3o 
o 

'>.Oi 

-I6.Î 

16,5 

169,5 



3 

0,3 5 'jt 
0,334 
o,5o4 

0,245 

0,2«i) 

0,1 38 
o , 204 
o,363 



» ( 2 — /// ) 

0,460 
0,423 
0,527 
o,25î) 

<','>'[)\> 
o,i4> 

o,239i 

0,408 



A. 

f),46o 
0,4 'O 

o , J20 

o , 260 

0,1 13 

o,2387 
o,4oj 



Il suffit donc de connaître une valeur 3 de la densité de liquide et la tem- 
pérature critique pour avoir, par cela même, une valeur très approchée de 
la densité critique (*). 

Comme cela se rencontre dans un très grand nombre de cas, on voit 
qu'il est des lors possible de calculer A pour la plupart des corps et de 
faire entrer cette quantité physique dans un Tableau des conslantes cri- 
tiques du genre de celui qui est inséré, depuis 1891, dans V Annuaire du 
Bureau des Longitudes, ou dans les Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse (1891). 

La formule (2) donne lieu à une construction graphique extrêmement 
simple. 

Soit M {fig- i) le point représentatif de la densité de liquide lorsque 
Tabscisse est m. Joignons le milieu D de MP au point A dont l'abscisse est 
m = 2; AD est le diamètre et l'ordonnée BC correspondant à /// = i est 
la densité critique A, au degré d'approximation de la formule, bien en- 
tendu. La construction reste la même si Ton veut tenir compte de la den- 
sité 0' de la vapeur saturée qui correspond à (^). 



(*) La formule (2) a été démontrée dans l'Iiypolhèse d'un diamètre rcclilij;nc; pcut-oii 
l'appliquer à un corps comme l'alcool éthyliqiic dont le diamètre est curviligne pour 
m > o,5oî Dans ce cas, même en employant la formule (2) complétée par la vapeur saturée, 
le numérateur de A est nettement trop petit. On doit donc s'allondro à av<»ir des valeurs 
de A approchées par défaut. 

L'alcool éthylique donne ainsi A = o,';»743, au lieu de o,!i78o, avec o = 0,807 «* ^^ 

L'alcool propylique donne A = 0,2761 » 0,51780 » = o,8i3 à -t-io** 

Cependant l'alcool méthylique donne. . A = 0,2799 " 0,2780 » =0,822 à o" 



(•) On pourrait se proposer d'utiliser la formule (>.) pour calculer la température critique 
Fac. de T, - VI. M. 3 
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Aux deux moyens précédents de calculera, connaissîint el o, on doit 



Fig. I 




ajouter celui qui repose sur la formule empirique 

o = A(//i — 0,569 -H i,66v/i — ni\ 

[)our laquelle je renvoie à mon Mémoire précédent (^Annales de Toulouse y 
i8f)i). Les densités de liquides tirées du Mémoire de M. S. Young, à l'ex- 
ception des alcools, la vérifient très bien lorsqu'on donne à la constante A 
des valeurs convenables qui se trouvent être rigoureusement proportion- 
nelles aux densités critiques, comme le veut le théorème des états corres^ 
pondants : 



(:«n« 



A 

A 



«>7 7«0 



= 9,334 



OU* FI 



ap.coon.... 



o,3o37 

^^i^ = '2 331 



CCI*. 



A 

A 



(CMI»)«0 
SnCl^ ... 



A __ 1,29-1 _ 
o,5558 

"~ o,263i "" 

= '^"^^ = 
o,7li3 



>.,328 
2,3'»i 



Valeur moyenne : - = 2,345. 



On a en moyenne 



= 2,345A(m — 0,569 "*" ' »66 y/i — m). 



d'un corps connaissant deuT densités <lo liquide o el Oi aux lempératures T el Ti. On trouve 
alors 

'?. 8 - a, ' 

6 csl donné par le quotient de deux quantités très petites sur lesquelles les erreurs d'expé- 
rience ont une influence énorme. 6 est très mal déterminé. 
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Connaissanl o et m, celle formule, pour m compris entre 0,8 et i — e, 
fera, en général, connaître A à moins de ~^\ par suite, elle complète la 
formule (2) qui s'applique aux valeurs de m inférieures à 0,7:) (*). 

Aux méthodes de calcul précédentes, il convient de joindre le théorème 
des états correspondants y dont l'emploi est précisé par ce qui suit, et la 
formule de M. Ph.-A. Guye (^) 

dans laquelle M est le poids moléculaire. A, 0, 1: la densité, la température 
ahsolue et la pression critiques. 

Cette formule a l'inconvénient d'introduire dans le calcul de A un trop 
grand nombre de quantités : 0, t:. M, de sorte que les erreurs commises 
sur chacune d'elles s'ajoutent dans le calcul de A. Comparons les résultats 
qu'elle donne aux résultais si précis de la méthode des diamètres; les 
corps considérés sont ceux qui ont été étudiés par M. S. Young; M, et -û 
sont lires de ses expériences. 

Corps. M. H. T.. A(Guyc). A (diamètre). 

u atm 

C«I1« 77,84 56i,5 47,89 o,3a79 I),3o38 

C«ll*Fl 95,8 559,53 44,6-2 0,3768 0,3343 

C*II*CI ir2,'2 633, o 44762 0)4^77 0,3665 

CMI»Br i56,6 670,0 44,62 0,5493 0,4860 

C«HM 2o3,4 721,0 4}, 62 0,6824 o,5843 

CCI* i53,45 336, r3 41,97 0,6207 o,35j7 

SnCI* '-*59,3 591,7 36,95 o,8i45 0,7414 

(CMI»)«0 73,84 467,4 35,60 0,2613 o,263i 

Cil', on 31,93 5i3,o 78,63 0,2345 0,2775 

C'IO.OH 45,90 5i6,o 62,96 0,2689 0,2786 

C'ir.On 59,87 536,7 3o,i6 0,2719 0,2777 

CIP.COOH 59,86 59i,6 37,10 0,2897 o,35i6 



(1) Il suffit également de connaître une valeur de la densité de vapeur saturée o' et la 
valeur de m correspondante (/w compris entre o,85 et i — s) pour qu'il soit possible de 
calculer A par la formule connue 



8' 



A' (1 — m — 1 , 124 /i — m -h o , 379 ). 



A' 

Malheureusement, le rapport - > tout en oscillant aiitour de 2,60, varie dans de trop larjjes 

limites pour qu'on puisse accorder la même confiance à celle formule qu'à celle qui repré- 
sente l'étal liquide. L'erreur sur A peut s'élever jusqu'à 4 l)our 100. 

(*) Ph.-A. GcYE, Comptes rendus, t. CXII, 1891, et Thèse de Doctorat , p. 129 à iZ\. 
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Ce Tal)leaii montre, en loulc évidence, que Li formule de M. Guye n'est 
[)as rigoureuse. Il est, en ellet, impossible d'expliquer par des erreurs expé- 
rimentales commises sur M, et t: les différences données par la for- 
mule (7) et la méthode des diamètres. Au lieu de donner pour les trois al- 
cools des densités critiques sensiblement identiques, la formule de M. Guye 
donne les valeurs par défaut o,234j, 0,2689, 0,2719, dont la première est 
trop faible de iG pour 100 par rapport à la densité critique vraie 0,278. Il 
n'y a que Téther pour lequel l'accord soit satisfaisant; par conlre, pour 
l'acide acétique. Terreur par défaut atteint 18 pour 100 de la densité trou- 
vée par le diamètre. Pour les sept j)remiers corps du Tableau, Terreur est, 
au contraire, par excès et du même ordre de grandeur que les erreurs par 
défaut. 

On trouverait, dans le mode même d'établissement de la formule (7), 
Texplication de ce qui précède. En effet, M. Guye suppose à un certain 
moment qu'un facteur F, qui a des expressions très différentes selon que 
Ton part de l'équation des fluides de M. Van der Waals ou de celle de 
M. Sarrau, est une fonction linéaire A -f- B0 de la température critique 
absolue, et il détermine les valeurs des constantes A et B au moyen des 
constantes critiques de Tazote (calculées par M. Sarrau) et de la benzine 
monoiodée (déterminées par M. S. Young). Or il est démontré dans la 
suite de ce Mémoire que les volumes critiques déterminés par M. S. Younj^ 
sont entachés d'erreurs considérables. Il s'ensuit que les valeurs de A et 
de H sont incorrectes (*). 

(i. Détermination directe de la densité critique, — Les densités cri- 
tiques déterminées par la méthode du diamètre diffèrent beaucoup de 
celles (ju'on déduit des volumes critiques observés directement par divers 
observateurs, tels que MM. Battelli, Young et Ramsay ou Young. La com- 
paraison est faite dans le Tableau suivant qui, à part la dernière colonne, 



( •) 11 est juste de reconnaître que la formule (7) n'a pas été donnée comme permettant do. 
«Mlculer la densité critique A, connaissant 8, t et M. Par la comparaison des deux membres 
lie réj^alité (7), selon qu'ils sont sensiblement cj^aux, ou doubles, ou triples Pun de l'autre, 
M. Guye en conclut que la molécule est restée, au point critique, la même qu'à l'état ordi- 
naire, r»u qu'elle s'est doublée, triplée, etc. Pour cet objet, très important, la formule de 
M. Guye reste valable, et il n'est pas besoin qu'elle soit une relation rigoureusement exacte 
entre A, 6, r, et M. Il serait, cependant, intéressant de voir si, avec des valeurs plus exactes 
de A et de H, elle pourrait remplir les deux buts à la fois. 



SLR LA DENSITÉ CRITIQUE ET LE THÉORÈME DES ÉTATS CORRESPONDANTS. M. 21 

est équivalent au Tableau XXI du Mémoire de M. Younp. Los volumes 
spécifiques ont simplement été transformes en densités. 
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Ce Tableau montre de la façon la plus nette que la méthode expérimen- 
tale employée par M. S. Young pour déterminer le volume critique (') 
est défectueuse et donne des nombres trop petits d'environ 1 5 pour kx». 

Les volumes critiques observés par M^L Ramsay et Young sont, au 
contraire, trop grands en ce qui concerne Tétlier et Talcool méthylicpie; 
Talcool éthylique a un volume criti([ue trop faible. Il est remarquable 
cependant que les volumes crilicpies 3*', 7, 3'", 5, 3"^,() des trois alcools soient 
sensiblement égaux et (jue leur moyenne 3"^, G soit rigoureusement exncle 
et concorde avec la densilé critique déterminée par la méthode des dia- 
mètres. 

Le Tableau XXi du Mémoire de M. Young contient des volumes cri- 
tiques calculés comme il suit. Si Ton compare les densités de Tujuides 
prises à des pressions correspondantes à celles de la benzine monofluorée, 
M. S. Young trouve cjue les rapports obtenus sont constants pour un même 
corps à I ou 2 pour joo en général, et cela dans toute rétendue de rétat 
liquide (Tableau XXII du Mémoire). C'est là, on peut le dire, un résnllat 
capital du beau travail de M. Young. Les moyennes des rapports ainsi 
obtenus pour chaque couple de corps sont aussi les rapports des densités 



C) S. YofNG, loco citato, p. 182. 
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critiques, qui sont les limites des densités de liquides; si donc on a déter- 
mine d'une façon certaine la densité critique d'un corps, de la benzine mo- 
nojluorée par exemple, une simple multiplication donne par suite la densité 
critique de tous les corps dont le moyen rapport avec le corps précédent a 
été déterminé. Malheureusement, /^ x^olume critique de labenzine mono- 
fluorée j déterminé directement aiec le plus grand soin par M. Young 
rt considéré par lui comme exacte est erroné d'em^iron iG^^ pour loo. Il 
s'ensuit que tous les volumes critiques calculés par M. Young sont entachés 
de la même erreur. Cela est regrettable, car la méthode en elle-même est 
exacte. 

Si Ton prend les rapports des densités critiques admise et calculées par 
M. Young à celles que j'ai déterminées par la méthode des diamètres, on 
trouve respectivement les nombres 

i,iGo i,i65 i,iG8 1,164 1,162 1,177 
1,161 i,ir>i 1,121 i,]38 1,1 56 1,164% 

(jui démontrent par leur constance Tinexactitude de la méthode expérimen- 
tale employée par M. Young. 

La discordance des nombres expérimentaux contenus dans le Tableau 
précédent prouve, une fois de plus, qu'il est difficile, sinon impossible, de 
déterminer directement et avec précision la densité critique, conclusion à 
laquelle je suis arrivé dans mon précédent Mémoire. Au contraire, la 
méthode du diamètre, même appliquée à une grande distance de la tempe- 
rature critique (*), fournit des valeurs précises de la densité critique, 
parce que, le coefficient angulaire du diamètre étant toujours très faible 
(il varie de —0,000 493 à — 0,001 24(i pour les corps étudiés par 
M. Young), une erreur de i** sur la température critique donne une erreur 
négligeable et sûrement plus petite que les erreurs d'observation. 

7. Remarques sur le théorème des états correspondants (^), — Le Ta- 



(') C'o.-ïl le cas fie la f?erizine monobromêe et de la benzine monoiodée, 
(') Dans mon i>récé(lenl Mémoire {Annales de Toulousey 1891), à propos de la vérifîca- 
lion (iii tiicorcme des états correspon<lants par des nombres tirés de ^'expérience, j'ai omis 
de riior h*s lra\aii\ de îNI. L. Natanson sur la concordance des équations caractéristiques et 
des courlii's ortliobares des fluides. En réparant cet oubli, je suis heureux de constater la 
part importante prise par ce physicien à rétablissement définitif du beau théorème de M. Van 
dcr Waais ( \oir Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences^ dé- 
(•«Mubrc iSH(). ri /inll. de IWcad. des Se, de Cracovie, juin 1891). 
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l)leau XIII du Mémoire de M. Young montre que, si l'on compare les den- 
silcs de liquides à celles de la benzine monolUioiée à des tenipêralures 
correspondantes y les rapports sont remarquablement constants pour un 
même corps dans toute l'étendue de l'état liquide; la perfection de ce 
mode de comparaison est presque la même que celle des densités prises à 
des pressions correspondantes. 

Si donc, pour différents liquides, on porte en al)scisses les valeurs de /// 

et en ordonnées celles du rapport ^ (à des tempéra turcs correspondantes), 

les différentes courbes obtenues seront presque rigoureusement superpo- 
sées, la coïncidence étant d'autant plus parfaite généralement que Ton est 
plus près de la température critique. 

Or, dans ce travail, j'ai montré, d'après des 'nombres expérimentaux 
sûrs, que les diamètres (relatifs aux températures correspondantes) for- 
maient actuellement deux groupes bien distincts; par suite, les droites (jui 
ont pour équation 

se superposent, dans le mode de représentation précédent, sensil)lement 
suivant deux droites déterminées par a = 0,950 et a = i,o5o. 

Tant que l'on sera près de la température critique, les deux droites pré- 
cédentes se distingueront à peine; car la différence des ordonnées n'est que 
de I pour 100 pour m = 0,9. 

Considérons les courbes données par la densité de vapeur saturée : 

j =/(m); elles sont déterminées géométriquement par la considération 

du diamètre rectiligne. 

Pour les corps d'un même groupe (a constant), les courbes des 
liquides et les diamètres coïncident sensiblement; il en sera de même des 
courbes relatives à la vapeur saturée. Toutefois, il faut remarquer que, vu 
la faible valeur de S' sitôt que l'on s'éloigne un peu de la température cri- 
tique, les écarts de la courbe du liquide et du diamètre (par rapport aux 
lignes types) s'ajoutant pour la vapeur saturée, les écarts de celle-ci, petits 
en valeur absolue, peuvent devenir considérables en valeur relative (*). 



(*) En effet, les écarts peuvent être un certain nombre de centièmes de l'ordonnée du 
diamètre, qui est très grande par rapport à l'ordonnée presque nulle de la densité de vapeur 
saturée. 
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(^csl ce (|ue mofilnj tivs hicn le Tableau XV du Mémoire de M. Young. 
Les nionosubstitués halogènes de la benzine forment une famille très ho- 
mogène, un groupe parfait dans lequel les rapports des densités de 
vapiMir saturée, à des températures correspondantes, restent presque ab- 
solument constants, comme M. Young l'a fait remarquer. Mais, pour la 
bcMizine et Téther (jui, au point de vue de la valeur de a, font partie du 
même groupe, les variations des rapports des densités de vapeur saturée 
sont trois et quatre fois plus grandes. Elles s'exagèrent encore avec le 
tétrachlorure de carbone. 

Si Ton considère des corps de deux groupes (a différent), les courbes 
du liquide cfuncident, mais les diamètres ne coïncident plus; donc les 
cr>urbes de la vapeur saturée ne coïncident pas non plus. Donc le théorème 
rlf's riais correspondants^ en ce qui concerne la densité de vapeur sa- 
turée^ et pour des températures correspondantes y n est plus vrai pour 
tirs corps de groupes diffrrrnts dès qu^on s\'loigne un peu de la tem- 
pérature critique. 

Soient a = o,r).j! et a == i ,o5; à la limite de l'état liquide, on a m = o,5 
iMiviron; par suite, les ordonnées des deux diamètres rectilignes diffèrent 
(1<» 'i,3'i pour loo de leur valeur. Donc, en supposant que les courbes des 
licpiides coïncident rigoureusement, les ordonnées des densités de la vapeur 
saturée diffèrent de (),G(3 pour loo de l'ordonnée maxima du diamètre! Le 
ra[)[)ort des densités de vapeur saturée," à des températures correspon- 
dantes, peut alors varier du simple au double, par exemple (*). 

On voit par là combien il faut se montrer réservé dans l'application du 
théorème des états correspondants aux densités de vapeur saturée prises à 
des trnipératures correspondantes, soit pour le calcul des densités cri- 
tiques, soit pour l'obtention de formules, identiques par rapport à m, et 
devant représenter avec précision la variation de Z' dans un petit intervalle 
au-(l(îssous de la température critique. 

Au contraire, le calcul des densités critiques par le moyen du théorème 
des états correspondants, appliqué aux densités de liquides (prises à des 
tem[)ératuresou à des pressions correspondantes), est absolument légitime, 
même très loin de la température critique. 

Si Ton compare, avec ^L S. Young, les densités de vapeur saturée à 

(*) Les raiîîonnfmenls précécJcnls s'appliquent au\ corps <lont le diamètre est rcciiligne; 
ils ne s*appliquent aux alcools que Hans les limites où le diamètre est rectiligne. 
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des pressions correspondantes ^ on améliore beaucoup leur comparabililé; 
dans ces conditions, tous les corps étudiés par ce physicien, à Texceptioii 
des alcools et de Tacide acétique, obéissent au tliéoréme de M. Van der 
Waals pour la vapeur saturée, et cela sensiblement dans toute rétendue 
de l'état liquide. 

M. Young a montré de même que, si l'on rapporte les propriétés des 
alcools à l'un d'eux pris comme terme de comparaison, au lieu de les com- 
parer à la benzine nionojluorée^ le théorème des états correspondants, 
toujours satisfait pour les densités de liquides, Fest aussi pour les tensions 
de vapeur, et même sensiblement pour la densité de vapeur saturée, pourvu 
que la comparaison soit faite à des pressions correspondantes . 

On voit donc que c'est, en somme, M. Young qui a montré l'existence 
des groupes (groupe des alcools, groupe des monosubstitués halogènes 
de la benzine) pour la vérification du beau théorème de M. Van der Waals. 

La majeure partie des irrégularités présentées par les densités de vapeur 
saturée des alcools et de Tacide acétique pouvant s'interpréter par une 
dissociation partielle de leurs v.ipeurs, M. S. Young paraîtra sans doute 
s'être montré d'une rigueur excessive envers les généralisations de M. Van 
der Waalsy lorsqu'il a donné pour conclusion à son beau travail expéri- 
mental que : « Ces généralisations, très près d'être exactes pour les mono- 
substitués halogènes de la benzine, n'étaient que de grossières approxima- 
tions pour la benzine, le tétrachlorure de carbone, le chlorure d'étain et 
l'élher, et qu'enfin la plupart n'étaient pas bonnes du tout pour les trois 
alcools et l'acide acétique (*) ». 

8. Densités critiques nouvelles. — Voici, à titre de renseignemenl, un 
certain nombre de densités critiques nouvelles (^) calculées, soit par la mé- 
thode du tiers de la densité, soit par la formule (2), qui permettent d'utiliser 
(si l'on peut s'exprimer ainsi) les densités de liquides dispersées dansleZ)/V> 
tionnaire de IVurtz et ses suppléments, et restées juscju'ici sans application 
physique et sans lien. Les températures critiques dont je me suis servi 
sont celles dont j'ai donné un Tableau complet dans mon précédent 
Mémoire (Ann. de Toulouse, 1891). Lorsqu'il y a plusieurs détermina- 
tions pour un même corps, j'ai généralement admis une valeur moyenne. 



(*) S. Young, toco citato, p. iyj>., 

(*) Autres que celles qui sonl déjà indiquées dans ce Mémoire. 

Foc. de r.- VI. ^L4 
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Enfin les densités marquées d'un astérisque sont celles qui, prises à la tem- 
pérature d'ébuUition sous la pression atmosphérique ou tout près de cette 
température, ont nécessité pour A l'emploi de la formule (2) complétée par 
la densité de vapeur saturée. 



Corps. 0. 



Sulfure de carbone i 

Sulfure de carboae i 

Chlore i 

Brome ( » ) 3 

Iode (solide) 4 

Éthylamine o 

Propylamine (*) o 

Propylamine o 

Trichlorure de phosphore i 

Hypoazotide i 

Hypoazotide i 

Hypoazotide i 

Eau I 

Eau o 

Eau o 

Eau o 

Eau o 

Isopentane o 

Isopentane o 

Hexane normal o 

Isobutyle o 

Amylène ordinaire ( •) o 

Isoamylène (*) o 

Octylène normal o 

Diallyle o 

Diallyle o 

Dibutyle o 

Dibulyle o 

Toluène o 

Thiophènc i 

Oxyde de mélhyléthyle o 

Chlorure de méthyle o 

Chlorure de méthyle o 

Chlorure de méthyle o 



293 
271 
33 env 

187 
9i« 
6964 
7283 

7i3i 

6ï9.J 

5o3> 

488 

000 

9585 

9400 

8816 

8661 

638 î 

636 

663 

635 

678 

670 

7217 

684 

6\ 56 

7057 

691 
8841 

062 

7708 

9620 

9283 

9*97 



t. 



o 

o 

I j 
9 



-^ 17 
-T- 8 

o 

-r- 21 

O 

— 5 

-r- J 

-^ i5 

— -I 
100 

124,1 

i85,5 

200 
^ 14,2 
-^ 17 

— K 

— 10 

o 
o 

— 17 

— 14 

-r- 58 

o 

— 18 

o 

-^ 23 

-h 8 

o 

^ i3 

-1- 17 



5 = ^- 



o,43i 

» 

0,443 
1 ,062 

1,649 

1) 

B 

n 
0,537 

B 
» 

U 

0,333 

u 
)> 
n 
9 

D 

n 

B 
B 
» 

0,240 

B 

B 

o,235 

B 
0,295 

0,354 

B 

■> 




2(2 — m) 

o,43o 
o,4a8 

n 

B 



= A. 



0,4*^0 



o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 



253 

252 

i54 

534 

539 
54 1 

5{5 
3385 



0,253 



0,54^ 



0,342 



o,23o 



3412 

344 
3440 J 

23o ) 
23o î 

229 

23o 
238 

237 

2417 

238 } 
2395 i 
2355 ) 
237 i 
287 
354 
283 
355 J 

354 j 0,354 
354 ) 



o,a39 
o,236 



(M La densité critique du brome est sensiblement la moyenne arithmétique de celles du 
chlore et de l'iode. 

( *) La propylamine a exactement la mémo «lon^ité critique que Téthylamine, son homologue 
inférieur. 

(•) Ou triméthvléthvléne. 

(*) Ou isométhyléthyléthyléne. 
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Corps. 

Chlorure de méthylène. . . 

Chloroforme 

Chlorure d'éthyle 

Bromure d'éthyle 

Chlorure d'éthylène 

Chlorure d'éthylène 

Chlorure d*éthylène 

Chlorure d'éthvlèno 

m 

Chlorure d*éthylidène . . . 
Chlorure d'éthylidène . . . 
Chlorure d*éthylidène . . . 

Chlorure de propyle 

Chlorure d'allyle 

Alcool allyliquo 

Alcool allylique 

Alcool allylique 

Alcool allyliquo 

Alcool allyliquo 

Formiate de méthyle . . . . 
Formiale de méthvlo — 

m 

Formiate d'éthyle 

Formiate d'éthyle 

Formiate do propyle. . . . 
Formiate de propyle. . . . 
Formiate de propyle .... 
Formiate d'isobutyle. ... 

Formiate d'amyle 

Acétate de méthyle 

Acétate do méthyle 

Acétate de méthvle 

Acétate d'éthyle 

Acétate d'éthyle 

Acétate d*éthyle 

Acétate d'éthyle 

Acétate de propyle 

Acétate de propyle 

Acétate de propyle , 

Acétate de propyle 

Acétate de propyle 

Acétate do butyle normal 

Acétate d'isobutyle 

Acétate d'isobutyle 

Acétate d'isobutyle 

Acétate d'amyle 

Acétate de ^ hexyle 

Acétate d'œnanthyle .... 

Acétate d'octyle 

Propionate de méthyle. . . 
Propionate de méthyle. . . 



0. 


f. 


3 = ^- 


'?. ( 'i — /n ) 


i,36o4 


u 




» 


0,462 


i,18o 


-f. 18 


W 


0,507 


0,920 





n 


0,328 


1,4/33 





i> 


o,5o3 


I , 2802 





0,427 


o,4236 


1 ,7.56 


-4-12 


)> 


0,422 


«,'^47 


-4- 18 


)» 


0,422 


i,i356* 


-f- 85,5 


» 


0,419 


1,204 





0,401 


0,406 


1,189 


-^ 4,3 


•> 


o,4o3 


1,107* 


-4- 57,8 


» 


o,4o5 


o,9i56 





» 


o,3i6 


0,934 





M 


o,3i8 


0,8709 





0,290 


, 2905 


0,8604 


-4- l3 


)i 


0,292 


o,8jo7 


-1- 25 


» 


0,293 


o,8i83 


-f- 62 


i> 


0,295 


0,7883 


-h 93,5 


» 


0,297 


0,9928 





o,33i 


0,345 


0,9664 


-h 22 


>» 


0,347 


0,9356 





» 


0,320 


0,9188 


+ 17 


H 


0,322 


0,9188 





o,3o6 


o,3o8 


0,8761 


-+- 38,5 


i> 


o,3o85 


o,83> 


-H 72,5 


» 


o,3o8 


0,8637 


-f- 22 


» 


0,295 


0,8743 


H- 21 


0,291 


0,293 


, 9662 





» 


0,327 


o,9«9 


-4- 22 


)> 


0,324 


0,8825 


-4- 55 


>i 


0,326 


0,9239 





o,3o8 


o,3i3 


0,8875 


-+- 29,4 


» 


0,3 12 


o,86i3 


-f- 5o,3 


u 


, 3 1 2 


o,83oo* 


+ 75,5 


)t 


o,3i3 


0,9100 





o,3o3 


0,299 


0,8992 


-f- i5 


» 


0,294 


0,8927 


-+- 42,5 


» 


, 298 


0,8128 


-f. 84,6 


» 


0,295 


0,7917* 


-f-ioi ,5 


» 


0,296 


0,8718 


-f- 23 


0,291 


0,293 


0,8921 





0,297 


o,29i 


0,8709 


-4- 21 


)» 


0,295 


0,7589 


-hII2,7 


M 


, 290 


0,8963 





, '^99 


M 


0,8778 





0,293 


)» 


0,8707 


» 


0,290 


II 


0,8712 


-4- 16 


0,290 


it 


0,9578 


-+- 4 


0,319 


o,3235 


o,9ii3 


-4- 22 


» 


o,3i6 



= A. 



0,^22 



o , 4o5 



o , 294 



0,346 

0,321 
o , 3o8 



0,326 



0,3l2Î 



0,299 



0,294 



0,319 
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Corps. ô. 

Propionate d'élhyle Oj9ï4 

Propionato d'élhylc o , 894 5 

Propionate d'élhyle o,8G-25 

Propionate d'élhyle 0,79*^»* 

Propionate de propylc o , 9022 

Propionate de propyle 0,8498 

Propionato de propyle . 0,7944* 

Propionate de propyle o, 7^3* 

Propionate de butyle normal o ,88-28 

Propionate d'isobulyle 0,89-20 

Propionate d'isobulyle 0,8437 

Propionate d'isobulyle o , 743* 

Bulyrale de môthyle o,^97» 

Bulyrate d'élhyle «,9019 

Butyrate d'élhyle «s ^779 

Bulyrate de propyle 0,879 

Butyrate d'isopropylc 0,8787 

Bulyrate de butyle normal 0,888) 

Bulyrate d'isobulyle 0,8798 

Bulyrate d'amyle o,852 

Isobutyrale de méthyle 0,90-56 

Isobutyrate de méthyle 0,8626 

Isobutvrate de méthvle o,8i5* 

isobutyrate d'élhyle 0,890 

Isobutyrate d'élhyle 0,871 

Isobutyrate d'élhyle o,83i* 

Isobutyrate d'élhyle o , 779 i* 

Isobutyrate de propyle o ,8872 

Isobutyrate de propyle o,84o>, 

Isobutyrate d'isobulyle o,87>. 

Valérianate de méthyle 0,8789 

Valérianale d'élhyle 0,894 

Valérianate d'élhyle 0,87^ 

Valérianale d'élhyle 0,8616 

Valérianale d'élhyle o,832 

Valérianate de propylo 0,887 

Valérianate d'oclyle o, 864 

Caproate de méthyle 0,8977 

Caproate d'élhyle o, 882 

CKnanlhylale de méthyle 0,887 

Œnanlhylate d'élhyle 0,8879 

CEnanthylate d'heplylo o , 870 

Caprylale de méthyle 0,882 

Caprylale d'élhyle 0,8738 

Caprylale d'oclyle o ,862 > 

Nonylale de méthyle 0,8763 

Nonylate d'élhyle 0,765') 

Acétone 0,814 

Acétone o , 79) i 



/». 



fi 



o 

«7 

45,1 

100 

o 

51,27 
100,6 
124,75 

i5 

o 

49,-^ 
i35,7 

•22 

o 
22 
i) 

o 

o 

» 

i5 

o 

38,6 
78,6 

o 

18,8 

55,6 

100, 1 

o 

o 

o 
20 

40 

r- 55,7 

o 
+- 16 

-h 18 

» 
8 
o 

16 

» 

i5 
16 
17,5 

17, 'i 
o 

18 



o,3o5 

» 

n 
u 

o,3oi 

» 
» 
1) 

0,^94 

0,297 

» 

» 
o,3oo 

» 
0,293 
0,293 
0,296 
o , 293 
o,28| 
o , 3o2 

» 
» 

o,v».97 
» 

» 

o , •^9<> 

» 

0,291 

o , 193 
0,298 

» 

» 

» 
0,296 
0,288 
0,299 
0,294 
o , 296 

0,296 
0,290 

o,-^.94 
0,291 

0,287 

0,292 

0,288 

» 



•j ( a — m) 

Ojio'J 
o , 3o'3 



= A. 



, . ) o,3o3 

o,3oi / 
0,295 



0,295 ( 
0,293 à 
o,>.93 ) 



: ^>,'»9> 



» 



0,290 } o,2<>o 

0,286 ; 

o,3o6 



0,297 



o,3oi6 




» 

» 

» 

n 
» 


M 

» 

» 

1) 
0,2785 
0,278 



0,278 
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Corps. c. ^*. 7 = •^- — ; ^ = •^• 

o 

Mélhylal o , 8 Vî i » o , 28 5 » 

Acélal 0,821 -T- riy.i » o,'àSj 

Acide formique 1 ^ità"; o o, 408 » 

Acide propionique i ,oi.{3 o o,338 o,3'2G \ 

Acide propioniquc 0,999. 4- 18 »' o,325 / ^ 

Acide propionique 0,9607 -^ 49/» » 0,316 ( ' 

Acide propionique 0,906^* -^99,8 » o,3si6 ) 

Acide butyrique normal 0,998 o 0,3*29 » 

Acide isobutyrique 0,9697 o 0,3^3 » 

Acide valôrique normal 0,9577 o 0,819 • 

Acide caproïque normal 9)9i49 o o,3i5 » 

Acide œnantliylique normal 0,93.'» o o,3i'2 » 

Acide caprylique 0,99 » o,33 » 

Acide nonyliquo normal 0,9065 -h 17,11 o,3o>. » 

Dans ce Tableau, les densités critiques obtenues par la règle du tiers de 
la densité sont simplement données à titre de comparaison, et pour vérifier 
ce qui a été dit au sujet de la variation et du signe de la quantité/. On 
ne doit les conserver que dans les cas où la formule (2) n'a pas pu être 
employée, la température critique faisant défaut. 

9. Densités critiques des élhers composés. — Le Tableau précédent 
montre que, tandis que la densité critique reste rigoureusement constante 
dans la série homologue des alcools gras saturés (depuis Talcool méthylique 
jusqu'à l'alcool undécylique), elle varie au contraire très rapidement dans 
la série homologue correspondante des acides gras saturés. On prévoit 
donc que les élhers composés, qui sont exactement intermédiaires entre les 
acides et les alcools, présenteront une variation intermédiaire. La loi de 
celte variation est donnée par le Tableau à double entrée suivant (*), dans 
lequel les lignes horizontales sont les densités critiques des acides gras 
saturés, et des éthers qu'ils donnent en substituant à l'hydrogène du 
groupe CO.OH successivement le méthyle, l'éthyle, le propyle, etc. Les 
colonnes verticales donnent les séries homologues des éthers correspon- 
dant à un même alcool, et les diagonales^ menées de gauche à droite et de 
bas en haut, donnent les corps isomères quand on condense, par des 
moyennes, en des colonnes uniques, les A des éthers des alcools isomères 



(*) Les densités critiques affectées d'un astérique sont celles que Ton a obtenues parla mé- 
thode du diamètre ou par la formule (•;►.); les autres ont été calculées, faute de mieu?i^ p«Tr 
la régie du tiers de la densité. 
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( propylique et îsopropylique, butvlique et isobutylique) et qu'on fait de 
même pour les lignes \ et 4'« 

Kihers. Il- Mrtlifle. Éibfle. Propyle. liopropyle Bntjle. iMkalyle. Anyle. § Heiyle. Heplile. Ortyle. 

I. Formiales o,4<>8 0,346*0,3^1* o,3o8* »> >» 0,295*0,^193* » « ,. 

±, Acélales o,35i* o,3>.C* o,3i2j* 0,299* " o,>.93* 0,294* 0,299 0,293 0,290 0,^90 

:^ Propionales . . . 0,37/)* 0,319* o,3o6* 0,9,95* » 0,294 0,290* »> » »* 

\. Biilyrales 0,329 o,3o('»* 0,297* 0,293 0,293 0,296 0,293 0,284? t » » 

4'. Isobulyrales . . o,3>.3 o,3o2* 0,29^* 0,289* » » 0,293 » » » » 

r». Valérianatcs. . . 0,319 0,297* 0,295* 0,296 >»»»»»» » 0,288 

6. ('.aproates o,3i6 0,299 0,294 »»»»»»»» » 

7. OEnanthylates . o,3i2 0,296 0,296 »>.»»»» 0,290 » 

8. ('«aprylates o,33o? 0,294 0,291 »»»»»»»» 0,287 

9. Nonylales o,3o2 0,292 0,288 lu»»»!» » 



La continuité à peu près parfaite avec laquelle varient les nombres du 
Tableau précédent lorsqu'on les lit en longueur, en largeur, ou en diago- 
nale constitue un phénomène intéressant, et il est permis d'affirmer que 
les irrégularités mises en évidence par le Tableau, comme par exemple 
celles de Tacide caprylique et du butyrate d'amyle, disparaîtront dès que 
la température critique de ces corps sera connue et qu'on pourra calculera 
par la formule (2). 

Pour un même acide, à mesure que le poids du radical alcoolique 
augmente, la densité critique diminue et tend vers une limite. A mesure 
que le poids de Tacide augmente, sa densité critique diminue, et l'amplitude 
du décroissement delà densité critique des éthers qu'il forme diminue aussi. 
On prévoit donc que les acides gras saturés d'ordre très élevé, tels que les 
acides cérotique et mélissique, donneront des éthers dont les densités cri- 
tiques sont à peu près rigoureusement constantes. La valeur constante 
obtenue ainsi sera très voisine de celle de la densité critique des alcools 
gras saturés. 

Quant aux éthers isomères (en y comprenant les acides), leur densité 
orilique diminue régulièrement à mesure que le poids du résidu alcoolique 
augmente et que celui de l'acide diminue. La rapidité de cette variation 
parait diminuer lorsque le poids de la molécule augmente, les éthers 
composés isomères, d'un poids moléculaire très élevé, ayant une densité 
critique sensiblement constante. 

Une construction graphique simple fera saisir* d'un coup d'œil, ces lois 
de variation. Portons en ordonnées les densités critiques du Tableau précé- 
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dent (') et en abscisses des valeurs cquidislaiites, qui ropréscntcroiil l'ac- 
croissement constant du poids de la molécule lorsqu Vile s'augmente de Cl 1', 




8. Caprylai«s. 

9. Nonylatcs. 
10. Alcools gras 



(■) En prenant la moyenne des 1 des i^tliurs provenfint son d'aleools isomère!', !>(>ii il'ii- 
rides itoméres. Les courbes de la ^g. a ont élc tracées alors que l'on ne connaissciil iihs 
encore touj les A suaceptibles d'iïire obtenus par la formule (a) et que l'on ne disposuii 
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Les points obtenus ainsi pour les éthers d*un même acide sont situés sur une 
rourhe parfaitement continue, qui admet de toute évidence une asymptote 
horizontale. Les courbes, d'apparence hyperbolique, obtenues pour les 
différents acides ne se coupent pas, mais se placent les unes au-dessus des 
antres avec une réji:ularité parfaite, et tendent évidemment à devenir reclî- 
li}fnes lorsque le poids moléculaire de Tacide est grand. 

La densité critique des éthers isomères est donnée par les courbes figu- 
lées en traits inivtes, et dont les quatre premières seulement sont tracées 
|)our ne pas embrouiller Id /ifj^. 2. 

lin ce qui concerne la densité critique des éthers composés, il est impos- 
sible de passer sous silence le consciencieux travail expérimental de Nadej- 
din sur ce sujet. Sans répéter ce que j'ai déjà dit au sujet de la détermi- 
nation directe de A, je donne dans le Tableau suivant les nombres 
«•xpérimentaux de Nadejdin : d est la densité du liquide à t? (générale- 
ment 22®), i' est le rapport du volume critique au volume du liquide à A®; il 

s'ensuit (jue la densité critique A m'est donnée par le rapport -• On remar- 

(|uera Textréme similitude qui existe entre cette manière de calculer A et 
celle de la formule (2). Dans Tavant-dernière colonne, j'ai mis les tempé- 
ratures critiques centigrades déterminées par Nadejdin, et dont je me 
suis servi pour calculer A par la formule (2) en utilisant les densités dkii^'^ 
ces valeurs de A forment la dernière colonne. 

Curps. cl. /". i'. — = A. 6. = A. 

* v a (i — m) 

o o 

Formiato de méthylc «,9(>64 '12. 2,8 -► 0,3414 21-2 0,347a 

Formiatc (l'éthyle 0,9015 7.2 '2,80 o,3i55i 233, i o,3i8i 

Formiatc de propylc 0,8940 22 2,93 o,3o5i 260,8 o,3o88 

Formiate d isubutylc 0,863- 22 3, 00 0,2880 îï7^,a 0,2948 

Fonniate d'amylo 0,8736 21 3, 10 0,2816 3o2,6 0,2983 

Acétate de méthyle 0,9294 22 2,90 o,32o5 ^32, 9 0,8279 

Acétate d'éthyle 0,8979 11 3,ck) 0,2993 ^49, 5 0,8127 

Acétate de propyle 0,8866 21 3, 06 0,2897 ^^7^,3 0,8026 

Acétate d'isobuly le 0,8709 'ii 3, 10 0,2809 288,3 0,2949 

Pro|)ionale de méthyle. . . 0,9113 22 3,oj 0,2988 255,7 0,8109 

Propionatc d'élhyle 0,8915 -21 3, 19. 0,2857 272,4 o,8o5o 

Butyrate de mélfiylc 0,8971 22 3, 08 0,2912 278,0 0,8062 

Uutyrate d'élhyle 0,8779 '^'^ 1y\^ 0,2760 292,8 0,297 

Isobutyrale d'étliyle o,8r)85 22 3,i5 0,2757 280,4 0,296 

Valérianate de inélhyle . . 0,8789 21 3,i5 0,2790 298,7 0,2967 

Oxyde de mélhyléthyle . . 0,7708 8 2,5i 0,8071 168,4 0,2827 

(llilorure d'éthylèno i,»74o 20 2,80 0,4198 288,4 Oj397i 



l>i-cs<{ijr uiiiquemcnt (|ijc des A calcuirs par le liers de la densité. Les courbes détermÎDées 
par les densités critiques qui figurenl au Tableau précédent, quoique un peu différentes de 
rell<îs do la y?^. 2, jouissent des mêmes propriétés et conduisent aux mêmes conclusioos. 



M.l\\ K. MATIIIAS. — SIU LA DEXSITK <:RITIQUE, ETC. 

j'ai (lil <|iie Vo/t retrouK'ait rêfjuation caractéristique de la formule de Van der 
IVaa Is . y eniiiwiU parla que, le second membre restant le même, le premier membre, 
(|ui est le produit d(; deux binômeS; contient toujours le facteur (^'in — i) auquel 
j'allaclie une iniporlance prépondérante, i^autre étant un peu modifié. II en est 
de nirinc pour risolliernie réduile qui résulle de la formule très générale que j'ai 
donnéi! plus loin. E. M. 
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ET SUR LA THÉORIE DES SURFACES, 



PAR M. Ë. COSSERAT, 

Chargé (l*un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



INTRODUCTION. 

Les résultats acquis sur la théorie des surfaces semblent mettre en évi- 
dence l'importance qu'il y aurait à la considérer comme une application de 
la théorie des systèmes d'éléments. Le premier de ces systèmes d'éléments, 
la congruence de droites, est celui qui a été employé jusqu'ici de la façon 
la plus étendue. Des théories bien connues, telles que celle de la courbure 
des surfaces, ne sont que le résultat de l'étude de la congruence formée par 
les normales d'une surface. Les différentes équations dont on a fait dépendre 
le problème de la déformation d'une surface, comme aussi celles relatives 
à la déformation infinitésimale, ne sont autres que les équations qui per- 
mettent de déterminer certaines congruences dérivées de la surface. 

Le but principal de l'étude présente est de poser les bases de nombreuses 
applications de la théorie des congruences de droites et de développer en 
partie une de ces applications : celle des systèmes conjugués. Nous nous 
bornons, dans ce premier Mémoire, à exposer les résultats qui nous ont 
paru les plus essentiels et parmi lesquels nous signalerons ceux qui 
suivent. 

On trouvera, dans la première Partie, deux systèmes de formules (G) et 
(D), résultant de l'introduction des symboles de M. Chrisloffel relatifs à 

Fac.deT. — yi, N.I 



N.2 E. COSSEUAT. 

une forme diflerenlieile quadratique, et qui constituent un complément in- 
dispensable aux formules (A) et (B) des Leçons de M. Darboux; une 
première application de ces formules est faite dans la deuxième Partie 
à rétablissement des conditions satisfaites par Télément linéaire d'une 
surface r.ipportée à ses asymptoticfues et a la démonstration du théo- 
rème de M. Dini sur la représentation sphérique des asymptotiques d'une 
surface. 

Dans la troisième Partie, on aborde Tétude des congruences de droites, 
basée sur l'introduction de la représentation sphérique de leurs dévelop- 
pahles (*). Kn menant par le centre d'une sphère de rayon i la parallèle à 
une droite de la congruence, on obtient sur la sphère un point qui est dit la 
représentation sphérique de la droite. Aux développables de la con- 
gruence correspondent ainsi sur la sphère des courbes qui en constituent la 
représentation sphérique. En particulier, si Ton considère une congruence 
formée de normales à une surface S, la représentation sphérique des déve- 
loppables de cette congruence sera identique à la représentation sphérique 
des lignes de courbure de S. M. Guicbard a montré que la représentation 
sphérique des développables d'une congruence peut former un système de 
courbes quelconque, et que, quand ce système est donné, la détermination 
des congruences correspondantes se fait à l'aide de Téquation 



Ou dr 



^ du ^ ai' \àu ôv -^ J^ 



à laquelle satisfait la demi-distance p entre les points focaux d'une droite de 
la congruence, les coefficients de cette équation ne dépendant que de la 
représentation sphérique donnée. Après avoir retrouvé les résultats de 
M. Guicbard, nous donnons une solution nouvelle de ce problème traité 
par M. Darboux au Tome II de ses Leçons : Déterminer toutes les surfaces 
sur lesquelles les développables d'une congruence donnée interceptent 
un réseau conjugué, Nous ramenons la (juestion à l'intégration de l'équa- 
tion adjointe à Téquation en p; d'où résulte la généralisation suivante d'un 



(ï) A. RiBAUcouR, Étude des Élassoïdes, § 188. — G. Guichard, Surfaces rapportées à 
leurs lignes asymptotiques et congruences rapportées à leurs développables {Annales 
de V École Normale supérieure^ V série, t. VI). 
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théorème bien connu relatif aux congruences formées de normales à une 
surface : 

Le problème de la détermination des surfaces découpées suivant un 
7'éseau conjugué par les déi^eloppables d'une congruence donnée équi- 
vaut à celui de la recherche des congruences admettant même représen- 
tation sphérique de leurs développahles que cette congruence, 

« 

Le problème de déterminer toutes les enveloppes de sphères, telles que 
leurs cordes de contact forment une congruence qui soit la congruence 
donnée, se ramène également, conformément à un théorème de M. Dar- 
boux, à l'intégration de Téquation adjointe à Téquation en p. 

La quatrième Partie traite des réseaux conjugués et constitue, en partie, 
le développement de deux Notes insérées aux Comptes rendus de V Aca- 
démie des Sciences en octobre 1 891 ; on y établit que les différentes équa- 
tions dont on a fait dépendre le problème de la déformation d'une surface 
comme aussi celles relatives à la déformation infinitésimale ne sont autres 
que les équations qui permettent de déterminer certains réseaux conjugués 
tracés sur la surface. 

L.— Formules générales. Les symboles î , Î de M. Ciiristoffel. 

1. Rappel des systèmes de formules (A) et (B) de M, Darhoux; dé- 
finition des symboles de M, ChristoffeL — Considérons deux surfaces (M) 
et (M) se correspondant point par point, ÎV de (N) correspondant à M de 
(M). Cette correspondance peut se définir de la façon suivante : nous ferons 
correspondre à chaque système de valeurs w, r des paramètres qui fixent 
la position du point M sur (M) un trièdre trirectangle (T) dont l'axe des :; 
soit la normale en M à (M), et nous nous donnerons les coordonnées j",^-, z 
du point N par rapport à ce trièdre. Si Ton donne à w, v les accroissements 
duj di^j le point N vient occuper une position infiniment voisine de la i)re- 
mière et les projections oo;, 8y, 8z du déplacement de ce point sur les axes 
du trièdre mobile (T) sont données par les formules 

Sa:z=idx -^ ç du -r- Ci dv H- {qdu -\- r/, d\')z — (/• du -r- r, dv)y, 

(B ) 1^ df ^^ dy -f- n du -\- fil dv -1- ( /• du -h r, d\')x — (p du -{- p^dv)Zy 

iz =zdz -h (p du -r- pi dv)y — (ç ^ff H- Yi <^^' -ï*> 



N.d 
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dans lesquelles les fonctions/), . . ., ^, ... satisfont au système 



(A) 



de 

El 
dv 



âp, 






ôi^ 



du 



- T5T7 = rPi - Pri, x: - -ÏÏTT = '•It - ?rj, 



dn 
dv 



du 



\9 



du 



àr 
di 



dr, 



x". - ^ —p^x-9Pu pfii-'^P\-^lq\—qlx=o. 



Ces fonctions/), . . ., ^, ... sont déterminées dès que Ton connaît la sur- 
face (M) et la façon dont le trièdre (T) lui est lié et inversement; à tout 
système de telles fonctions, satisfaisant aux équations (A), correspond une 
seule surface (M). 

• 

Nous allons adjoindre aux formules (A), (B) de nouveaux systèmes 
fondés sur l'emploi des symboles de M. Christoffel. 
Étant donnée une forme différentielle quadratique 

M. Christoffel a introduit les notations suivantes (*) 



[7] = [.■] = 



dr»yir dfùis 



djCf dXf 



d(ùrs 

~dxi ' 



r s) \s r 



i = n 



=2%-* 7 



OÙ il est le discriminant de la forme quadratique, savoir 



a= 



«Il 

• • • 



Wl, 






(ù 



nn 



et OÙ û,> est le coefficient de co/;^ dans ce déterminant. 

2. Introduction des symboles de M. Christoffel dérivés de Vêlement 
linéaire d'une surface. — Considérons, en particulier, le cas où la forme 



(ï) E.-B. Christoffel, Ueber die Transformation der homogenen Differentialaus^ 
driicke zweiten Grades {Journal de C relie j t. 70, p. 46-70). 
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différentielle quadratique est le carre de rclément linéaire d'une surface 

ds* = E du^ 4- 2 F t/« dv -f- G e/i'«, 

c'est-à-dire le cas où l'on a 

Wii = E, W,j=:F, W,j=iG, 

et calculons les différents symboles. On aura 

Tiil idE f'^l — 1^ r^ ^1 — 1/^2— - — ^ 

L I J 2 C^w' L I J ~~ 2 c)(' ' L I J "" 2 \ d(> ()u )^ 

ri il I / dF_ d>E\ [^21 j^dG r^^l — i^. 

L 2 J 2 \ dM dv )^ L 2 J 2 c)// ' L 2 J 2 <^(' 

Les symboles j jl^I» pour lesquels nous emploierons également la nota- 
tion adoptée par M. Voss dans un Mémoire (*) sur lequel nous aurons 
l'occasion de revenir, sont définis par les formules 

ô^ d¥ dE 

au dv au . i ' ' ( "'' "" "" 

~ 2(EG-F») ' '~( 2 j~ 2(EG-F») ' 

E^^?-F^ 
.1 2 { dv du „ ( I 2 ) du àv 

""' I j~ 2(EG — F») ' '"1 2 j~ 2(EG — F»)' 

.^ „ . E^^Uf^-2F^ 

j I 5"" 2(EG-F*) ' *~ I 2. ( ~ 2(EG — F«) 

ou encore par le système 

C/tt 2 C/r 2 {7W 

FB + GB,= i?^', EB + FB.r^l^, 

2 OU 2 OV 

FC + GC. = i^, EC + FC. = ^-1^. 

2 àv OV 2 OU 



dE c)E 


2F j- 

du 


2 

P«îE 


(EG F' 
pdG 


') 


2(EG- 
dv 


-F») ' 

çdG 

du 


dC, 

^dv 



(*) A. Voss, Zur Théorie der Krilmmung der Flàchen {Mathematische Annalen^ 
t. 39). 
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Ces définitions posées, on établit sans difficulté le système suivant dont 
nous ferons constamment usage 



(C) 



du 



, -v^ — r, /• 



— ~\- " r 
du " 

dix 
ou 



— kl 4- A,;,, 



= Arj -h A,Yî,, 



)^ 



Ou 



■^Itr = 






âv 



rit* 



— riiTi— C; -i-C,;,, 



-Hii/'i = Crj -hCir},. 



Si Fou pose 



H — ;rM — r,;,, 



on en déduit les relations suivantes 



OU ôv 



Les formules qui déterminent les rayons de courbure géodésique des 
lignes coordonnées s'écrivent 



(0 






E " 

-île 



Enfin on peut encore adjoindre les résultats suivants. 
Posons 

D .zH(/>ri-^;), 

D^=!î(/>r„-7;,)z=II(/>,Y3-7,0. 



Les coordonnées rectangulaires X, Y, Z du point M de la surface salis- 
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y 



font aux équations (* ) 






Ou ôv H Ou ôv 

et aux analogues qu'on obtient en remplaçant X et c par Y et c' ou par Z 
et c". Dans ces formules, c, c , c" sont les cosinus directeurs de la normale 
à la surface. 

3. Introduction des symboles de M. Christoffel dérivés de l'élément 
linéaire de la représentation sphérique. — Considérons la représentation 
sphérique de la surface que nous définissons en menant [)ar un point fix(» de 
l'espace trois axes coordonnés parallèles aux axes de (T) et de même sens 
et en considérant le point m dont les coordonnées par rapport à ce nouveau 
trièdre (/) sont o, o, i ; soit 

dfj^ = e du^ -r 2/ du </i' H- g r/i'* 



le carré de l'élément linéaire de la sphère décrite par le point /// et rapporté(» 
au système (w, i^). On aura 

Construisons avec la forme différentielle quadratique ^/a^ les syml)ol(»s 
de M. Christoffel et posons 

_ I I ) ^du'^'^dv '^'^ du ( I 1 ) _ ^Th^ '^'^^ Ou "- ^àu 

_ j 1 2 ) ^ ô\> '' du o _ ) ' 2 ( _ ^^^' ^^*' 

^-^ \ i~ ^{eg-P)' ""'-] 2 \~^eg-p)' 

22) '^ dv ^ du ^ ô^' (22/ ôs' '^ Ou •' 0%' 



{») Darboux, Leçons, t. III, p. 25i, éq. 35 et 36. 
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OU encore 



du 



1 de 

2 Ov 






I de 



Z^ + ^'^i^ 



h^g'h^ 



1 ^, 

2 Jw 
2 Jp 



-?-<-/?.= i^. 



1 de 

2 di^' 



^"/ +/yi - J7, - ; ^^ 



Ceci posé, on établit aisément le système suivant 



ùu 



■J7, —9^ ~P^ -^PiCiu 



Ou 



--f- -h/?r = qa -h7,a,. 



(ï>) 



^1 
Ou 

agi 
Oi^ 



A'' =^ ^P'\-q'^-^qx?^xy 



— l\fi=P'/ -^Piyiy 



-^Pi''i= <n -^-/iVi- 



Si Ton pose 
on aura 



h—pq^—qp^. 



loff/i 



— — Pi-f-a, — c — =p-hyi. 

// ^ Ov V- §\ 



Appliquons les formules (2) au cas présent; les coordonnées d'un point 
de la sphère par ra[)port à trois axes rectangulaires fixes dont l'origine est 
au centre de cette sphère sont X = c, Y = c', Z = c", et il vient les équa- 
tions (*) 



O^c 



Oc 



Oc 



(3) 



Ou^ Ou Ov 

O^c __ « ç^ ^ ^ _ /• 
OuO^^~^ Ou "*'»^*(;r -f^' 

0-c __ Oc Oc 



et les analogues obtenues en remplaçant c soit par c', soit par c". 



(*) G. GfJiciiARD, Surfaces rapportées à leurs lignes asymptotiques et congruence$ 
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Si ron appelle toujours X, Y, Z les coordonnées cartésiennes reclan^ju- 
laires du point M de la surface (M") par rapport aux trois axes fixes, on aura 

/ d\ _ P\^-^q\^ àc /^H-hyrj Oc 

\ du ~ Il du II t/r' 

(4) < 

\ Ov ~~ h Ou h (h'' 

et les analogues obtenues en remplaçant X et c par Y et c ou par Z et c'\ 



II. — Surfaces rapportées a leirs asymptotiques. 

4. Élément lirwaire conx'spondant aux asy'mptotiques (^), ~ L'élé- 
ment linéaire d'une surface non dévelo[)pal)le étant donné sous la forme 

ds^ zrzL K du'' -4- 2 F du dv 4- (i dK\ 

cherchons si les lignes coordonnées peuvent être les asymptoticjues de Tune 
des surfaces résultant de la déformation de la proposée. 
Pour une telle surface, on devra avoir 

Ces conditions permettent de [)Oser 

Si Ton porte ces valeurs dans les deux relations de la troisième ligne du 
système (A), on trouve 






Si Ton pose 



/ô/'i âr 



rapportées à leurs développahles (Anna /es de l'/Ccole Normale supérieure, V sério, 
l. VI, p. 336). — L. Bi.iNCiii, Sopra alcune nuove classi di superficie e di sistemi fri/di 
ortogonali (Annah di Maleniatica pura ed applicata, s«''ri(* If, l. XVIII, p. 3o)). 

( ' ) G. Darbou\, Leçons, t. III, p. 9.83. — A. Ribaicouh, Mémoire sur la thénrii* f^èné- 
rtile des surfaces courbes, § 19 cl sui\. 

Fac. de T, - VI. N A 
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on a 

A, [JL sont donc complètement définis au moyen de E, F, G. 

Les deux premières équations de droite de (A) donneront r, r, ; il reste 
à exprimer que les deux premières équations de gauche sont satisfaites, 
c'est-à-dire que l'on a 

--T-^ H r-^- = A-(Yîr,-^-ryî,^, 

a%^ ou 

— ;r- ! ^ — — A-(r£, -+-Çr, ) 

ov ou 



ou, en tenant compte des formules (C), 



,-,(l^.,B,).s(iM^.,B) = 



ou, enfin, 



/dlogk „\ /dIogA: _\ 



OU ov 



Telles sont les deux équations de condition entre E, F, G pour que le pro- 
blème proposé soit possible. 

5. La représentation sphérique des asymptotiques d'une surface. — 
Soit 

f/(7* := e du^ H- 2/ du dv -^ g dv^ 

la formule qui donne l'élément linéaire d'une sphère de rayon i rapportée 
au système (w, ^) qui est la représentation sphérique des asymptotiques 
d'une surface. 

Supposons que Ton connaisse/?, 9,/>n 5^1 ; les deux premières formules 
de gauche de (A) donneront r, r, ; la troisième sera satisfaite et exprimera 
que l'élément linéaire rfa convient à une surface à courbure totale égale à i ; 
5j 5n ^j ^1 seront déterminés par les formules 
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OÙ k est une inconnue auxiliaire définie par le système que Ton obtient en 
exprimant que les deux premières équations de droite de (A) sont satis- 
faites, savoir 

K k I , . 



dv 



Ce système se déduit de celui considéré au numéro précédent en rem- 
plaçant respectivement 

?» lu ^ 
par 

I 

Pf Pif yf' 

et, par conséquent, il se transforme, en vertu des formules (D), dans le 
suivant 

On a donc ce théorème, dû à M. Dini (* ) : 

Pour qu'un système de courbes tracées sur la sphère soit la représen- 
tation sphérique des asymptotiques d*une surface j il faut et il suffit que 
ce système soit tel que l'on ait 

ou ~ dv 

Si cette condition est vérifiée, les formules (5) déterminent /r, à un fac- 
teur constant près; toutes les surfaces correspondantes sont identiques à 
Tune d'elles, à Thomothétic près. 

Toutefois il y a deux cas distincts à considérer. 

Si le système (w, ^) tracé sur la sphère est entièrement connu, c'est- 



( *) U. Dini, Sopra alcune for mole gencrali délia teoria délie superficie , e loro ap- 
plicazioni (Annali di ^fatematica, série II, t. IV, p. i83). 
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ii-dire si Ton a les expressions des cosinus directeurs c, c', c" de la normale 
à la surface cherchée en fonction de u et de r, le problème sera ramené aux 
«juadralures. 

Mais, si les expressions de/?, q^P\- ?< s^ont seules connues, la détermina- 
lion de i\ c\ r" exigera encore Tinléjrralion d'une équation de Riccati. 

Il est facile, dans le premier cas, de donner les formules déterminant les 
coordonnées cartésiennes rectangulaires X, Y, Y d'un point de la surface : 
les é(|uations ( \^ deviennent en effet, dans le cas actuel. 



i)\ 


f Oc 


e de 


Ou ~ 


kh Ou 


kh Oi' 


i)\ 


g àc 


f de 


ôx 


kh du 


kh Ov 



On a des formules analogues pour Y et Z. 



III. — Les r.oNGRiENCES de uroites rapportées a leurs développables 

ET la REPRESENTATION SPIIÉRIQUE. 

fi. Formules grnrral*'s. — Définissons une congruence de droites, de la 
façon suivante {^) : 

Soit {T) ou M.iy:? un triédre trirectangle dont la position dépend de 
deux paramètres // et r et dont le sommet M décrit une surface (M) nor- 
male à Taxe des z: ,r, y étant deux fonctions de uci r, faisons correspondre 
à chaque position du triédre ^T^ une droite parallèle à Taxe des z de ce 
trièdre, les coordonnées du pied de cette droite sur le plan des xy étant les 
valeurs des fonctions x, >*. L'ensemble des droites ainsi obtenues constituera 
la congruence la j)lus générale. 

Supposons que les paramètres u et i* soient choisis de façon que la con- 
gruence soit rapportée à ses développables, c'est-à-dire de façon que, lorsque 
Ton donne à u ou à i des valeurs constantes, les surfaces réglées correspon- 
dantes de la congruence soient développables. Pour qu'il en soit ainsi, il 
faut et il suffit (|ue l'on ait, en désignant par j, et z^ les cotes des points 



(M A. RiBVi'OOiR, .l/c-//io/>r5Mr /ci fht'oric Ji:cncraie des sur/aces coiir^^j; Chapitre IV. 
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focaux F| et F^, les équations 

l-^ — ^qs^- ry ~o, ^,-\- -^- -h q, z.-- r,y = o. 

ây ây 

r) -h -j- -^rx — pz^ — Oy f]i-\- -7- -r- r^x —p^Zi-zzo, 
ou uv 

qui expriment que les déplacements de F, et de Fa, correspondant respec- 
tivement kv= constante et à « r:= constante, s'efTcctuent suivant la droite. 
Posons 

En vertu d'un calcul bien connu, qui consiste à écrire que les deux va- 
leurs de -T—r déduites du système précédent sont égales, ainsi que les deux 

valeurs de 7-Y » les inconnues x^ y, z,n sont déterminées par le système 

V, dx ,, ôx 



X,n — P\ ^m — ^> 



auquel il faut adjoindre les relations ( ' ) 

d^ dt^. y, y, , f 



âi^ au 



-zd-^'^^i -f'i^-P^t -^Px^y 



qui déterminent ^', C, et Tinconnue auxiliaire p. 

Ces relations conduisent immédiatement, en vertu des formules (A) et 



(V) Darboux, Leçons, t. I, p. 66. 
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(D), aux suivantes 

' âu ai' du '^ di* \àu àv •'/ ^ 

7. Congruences qui admettent une représentation sphérique donnée 
de leurs déi^eloppables. — Particularisons ce qui précède en supposant 
que le trièdrc (T) soit confondu avec le trièdre (/) dont le sommet est 
tîxe; le point m, dont les coordonnées sont o, o, i , décrit des courbes («), 
(i>) qui constituent la représentation sphérique des développables de la 
convergence. Donc : 

On peut se donner arbitrairement la représentation sphérique des déve- 
loppables d'une congruence; pour déterminer la congruence correspon- 
dante ^ on construira un trièdre trirectangle mobile {t) à sommet fixe 
pour lequel les six rotations soient p^ q, r, />o ^i, r, ; ceci /ait, on inté- 
grera l'équation (7) qui fera connaître p et Von aura ensuite x^ y ^ z^ 
au moyen du système 

dx dx 



J^»^'-w-''■^ -"="•• -(!-*)- 






La détermination de x, y^ z^ n'est autre que celle d'un point fixe par 
rapport à un trièdre mobile dont les rotations sont les mêmes que celles 
de (/) et dont les translations sont connues en même temps que p; donc : 

Si l'on a construit le trièdre mobile (t) et si l'on connaît p, la déter- 
mination de Xj yj Zm n'exige que des quadratures. 

M. Guichard est parvenu à des résultats équivalents aux précédents et 
que nous rappellerons rapidement. 

Soient X,„, Y;„, Z,„ les coordonnées par rapporta trois axes rectangulaires 
du point N milieu du segment F, Fj déterminé par les points focaux sur une 
droite D de la congruence; conservant les notations précédentes, les coor- 
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données du point F, seront 
et celles du point Fa 

Xm-hpCy Y,„-^pc\ Z,^4-pc'. 

Les équations qui expriment que les surfaces réglées (w), (p) sont les 
développables de la congruencc sont, par suite, 



â{\,n—pc) _ 

Ou 



— 2p_iC 



> 



et les analogues obtenues en remplaçant X,„, c par Y,„, & ou par Z;„, &'. 

Egalons les deux valeurs de -r—J^ déduites de ces équations; il vient, en 
vertu des équations (3), les relations 

Oi^ au ôud\^ ^ 

qui déterminent p,, p_, et p. 

Éliminant p,, p_,, on voit que p est déterminé par Téquation (7); on a 
ensuite X,„, Y,„, Z;„ par les formules 



ùXm (dp /a \ . ^^ 

(9) < 

' â\,n /dp fA de 

et par les analogues relatives à Y,;,, Z,„, 

8. Autre solution du même problème, — Les inconnues auxiliaires, au 
lieu d'être basées sur l'introduction des points focaux, peuvent être déduites 
de la considération des plans focaux. Les équations qui déterminent x ci y 
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sont, (raprès le § 6, 



Substituons à x, y les inconnues 

Ces nouvelles inconnues sont définies, en vertu des formules (D), par les 
équations 






- yC — yi Çi H- A?t Çi 4- 7, Tî, = o, 



Si Ton suppose, comme au numéro précédent, que le trièdre (T) ait 
son sommet fixe, on voit que Z, ^, seront définis par le système bien simple 

P, - 7? - 7. Ç. = o. 

9. Propriété caractéristique de i équation adjointe à l'équation en p. 
Congruences dériv'ées de M, Darhoux, — L'équation (7) qui détermine; 
p nVsl pas une équation linéaire quelconque; car les fonctions e, /, g qui 
entrent dans la formation de ses coefficients sont liées par une relation. 11 
est bien facile de donner la propriété caractéristique de cette équation ou 
plutôt de son adjointe. 

(]ett(? d<M'nière est en effet 

au âv au ^ vi' ^ 

et, d'après les équations (3), elle admet comme solutions c, c', c". 
On peut alors énoncer cette proposition : 

L'équation (10) adjointe à l'équation en p est caractérisée par cette 
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propriété d'admettre trois solutions linéairement distinctes dont la 
somme des carrés est égale à V unité. 

Car les trois solutions considérées seront les cosinus directeurs d'une 
droite que l'on pourra prendre pour axe des z d'un trièdre mobile (/). 

Revenons à l'équation (7); il est facile de voir que Tapplication à cette 
équation de la méthode de Laplace correspond encore aux congruences dé- 
rivées introduites par M. Darboux au Tome II de ses Leçons, 

Supposons que les invariants 

II = ??. _ îgi _/, 

ne soient pas nuls. 

Les tangentes D' menées aux courbes (p) tracées sur la surface (F^), lieu 
de Fa, forment une congruence dont les développables sont (w), (i^'); la 
demi-distance focale p^*^ relative à une droite D* satisfait à une équation 
de la forme (7), savoir : 

du di' ^ P du ^ '^' ai' ^[Ou ^ àv ^J )?-''■ 



Or on a 






l*,P)- 



On retrouve donc la transformation de Laplace. 
Un calcul facile donne 



<?log 



Jlog- 



^* ^* du 

De même les tangentes D""* menées aux courbes (w) tracées sur la surface 
(F,), lieu de F,, forment une congruence dont les développables sont (f/ ), 
(p); la demi-distance focale p^"*^ relative à une droite D' est donnée par la 

Foc. de T, — VL M . 3 
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formule 



"-' = *^ (^ * '?■)• 



Kllc satisfait à une équation de la forme (7), pour laquelle les premiers 
coefficients sont donnés par les formules 

d]og 



(la) 



fit -fil ^ — H- ^^, - i^i j- 



Nous avons supposé que II et K ne sont pas nuls. 

5/ II = o, parmi les congrue nces admettant la représentation sphé- 
riquc donnée, il y en a pour lesquelles la nappe (F,) de la surface 
focale se réduit à une courbe; pour les autres congruences^ le second 
point focal de D* est à l^ infini. 

La valeur de p, correspondant aux confluences pour lesquelles (F,) se 
réduit à une courbe, est définie par Téquation 

De même : 

Si K = o, parmi les congruences admettant la représentation sphé- 
rique donnée^ il y en a pour lesquelles la nappe ( F, ) se réduit à une 
courbe; pour les autres congruences, le second point focal de D"* est à 
l'infini. 

La valeur de p, correspondant aux congruences pour lesquelles (F,) se 
réduit à une courbe, est définie par Téquation 

Si Von a simultanément H = o, K = o, parmi les congruences ad- 
mettant la représentation sphérique donnée^ il y en a pour lesquelles les 
deux nappes ( F, ) e/ ( F, "> se réduisent à des courbes. 
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La demi-distance focale correspondant à de telles congruences est dé- 
finie par le système 

qui est compatible, en vertu des hypothèses, et donne pour p une valeur 
unique, à un facteur constant près. Toutes les congruences correspondantes 
sont donc identiques à l'une d'elles, à l'homothétie près. 

10. Formules relatwes aux deux nappes (F|) et (Fj) de la surface 
focale. — Soit d'abord la nappe (F, ). 

Supposons qu'on donne k uelv deux systèmes d'accroissements rfw, dv 
et Sw, Sp, et cherchons la condition pour que les courbes qui leur corres- 
pondent sur (F,) soient conjuguées. Les projections Sa?, Sy, Sj, du dépla- 
cement de (F,), correspondant aux accroissements rfw, rfp, sont données 
par les formules 



d-Zj = — 2 ( -r£ -h p(3, j rfw 4- 2pj3 dv. 



Le plan tangent à (F,) en F, a pour équation 

La direction de son intersection avec le plan infiniment voisin , corres- 
pondant aux accroissements du^ rfp, est donc définie par les équations 

/>i[(^Z — rY) du + {q,Z — n Y) dv] 



Exprimons que cette direction est parallèle au déplacement de F, , cor- 
respondant aux accroissements tu^ Sp; il vient, par un calcul facile, fondé 
sur l'emploi des formules (D), 



({3|-H- -^\duiu-^ydvlv =:o. 



Telle est la relation qui définit deux directions conjuguées sur (F|). On 
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en dcdiiil, pour réqualion des asymptoliques, 

En exprimant que deux directions sont conjuguées et rectangulaires, on 
trouve facilement Tcqualion des lignes de courbure de (F,) 

On peut trouver cette dernière équation et déterminer également les 
rayons de courbure principaux de (F, ) en F, par le calcul suivant : 
T^a normale en F, à (F,) est définie par les équations 

où t est un paramétre variable. 

Les valeurs de / correspondant aux centres de courbure principaux et les 
lignes de courbure sont définies par les équations 

d\ ôY ^„ 

= — > 0L = O, 

Pi <7i 
(jui s'écrivent, en vertu des formules (D), 

p^tdu -\-{pyt — 2gip)dv __ q^tdu ->r(qyt-\- 2p^p)di* 
Px ~ Ci ' 

— 2 (-J^- H-p;3,) -hipq^ — rjpi)t\du -^ 2p^ dv = o. 

Si Ton élimine /entre ces équations, on retrouve Téquation des lignes de 
courbure. 

Si Ton élimine du^ dv, on trouve une équation du second degré en / qui 
détermine les centres de courbure principaux; les rayons de courbure prin- 
cipaux sont ainsi définis par l'équation 



4p,'(|-hpP.) = 
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On remarquera que, si P = o, les deux racines de cette équation sont 



„_ »pg/„- , „. 



vi(^-p?.) 



Enfin Télément linéaire rf.Ç| de la surface (F,) est défini par la formule 

Soit maintenant la nappe (F^). 

Par des calculs identiques aux précédents, on parviendra aux résultais 
suivants : 

La relation entre deux directions conjuguées est 



axdudu H- ( 3-1- - -T^ ) dvdv^=o. 



L'équation différentielle des lignes asymptotiques est 



c,^du^^{?,+ Yi^d.'-=o. 



Celle des lignes de courbure est 



_«.(3.rf««+[«.(p+^P)-(e+p;)]rf«rf--HP.(p+^)^«''=o. 
L'équation définissant les rayons de courbure principaux est 
(/>?.- W )•«. ^ - 2(/>7. - W )P [(e + 13? ) + «. (|3 + ^^)] ^ 

Si p, = o, les deux racines de cette équation sont 



^ _ apey/i 



av/ê(^4-pi3) 

'M— TT TT 



(/^7i~7/'i)«i Pl\ — qih 

L'élément linéaire t/^^ de la surface (Fj) est défini par la formule 

i ds\ = ep^du^^ [- p;3, du + ( j^, 4- p?) ^i]'- 
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1 1 . Détermination de toutes les surfaces sur lesquelles les déçelop- 
pables d'une congruence donnée interceptent un réseau conjugué (*)•"" 
On sait que, si les développables d'une congruence interceptent sur une sur- 
face (P,) un réseau conjugué, cette congruence peut se construire en joi- 
gnant les points P, de (P,) aux points correspondants Pj d'une surface 
(Pa), la correspondance étant établie par plans tangents parallèles. 

Ceci rappelé, prenons sur chaque droite D de la congruence un point P, 
qui engendre une surface (P,); cette surface (P|) sera découpée parles dé- 
veloppables de la congruence suivant un réseau conjugué s'il existe sur 
chaque droite D un point P^ tel que les plans tangents en P, et P, aux sur- 
faces (P,) et (Pa) soient parallèles. Dans le cas actuel, le système (i/, r) 
étant celui des développables de la congruence, il suffit d'écrire que les dé- 
placements de P, et Pj sont parallèles si l'on considère successivement 
u = const., p = const. 

Supposons que la congruence soit définie de la façon la plus générale, 
comme au n** 6, au moyen d'un trièdre mobile (T) dont l'axe des z est nor- 
mal à l'origine à une surface ; si l'on connaît simplement la représentation 
sphérique des développables, il suffira de supposer, comme au n® 7, que le 
trièdre mobile (T) a son sommet fixe, c'est-à-dire qu'il est confondu avec 
le trièdre (/) ; cela reviendra à faire dans les formules 

ç=:?i = rî = yîi = o. 

Soient z^ -t- pO, et z^ -+- pO^ les cotes de P, et de P^; les projections du 
déplacement de P, correspondant aux accroissements rfw, dç ont, en vertu 
des formules (B) et des équations (6), les valeurs suivantes 

007 = 7p(0i-h i) c^w -+- /jr,p(0, — i)dVf 
^7 = — />p(^i-+-i)rfM — ;>ip(0, — i)e/r, 

Les projections du déplacement de P^, correspondant aux mêmes accrois- 
sements, se déduisent des précédentes en remplaçant ô| par ôj. 

Les équations du problème définissant les inconnues 0,, Oj sont, par 



(*) Darboux, Leçons, t. Il, p. 219 et suivantes. 
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suite, 

yp(g, + i) _ -/>p(e.-t-i) _ du {011"^'^ ) 

qp(e,+i) -pp(o,+i) à(pe,) /dp ^ y 

dit \dlt '<^'rj 

y.p(e.-i) _ -PiPJOi - I ) _ ài'_\d^__Zll 

Elles s'écrivent 






^(p^i) àp ^ d(oB^) dp ^ 

av ov ^^ (7c ôv ^ 

p(ôi-i) - p(0,-i) 

Les deux premiers rapports égaux sont égaux à celui qui a pour numé- 
rateur la différence des numérateurs et pour dénominateur la différence des 
dénominateurs, c'est-à-dire à 

du 

Les deux derniers rapports égaux sont égaux de même à 

dv 
Substituons aux inconnues 0,, Oj les nouvelles inconnues 

Ces dernières seront définies par le système 

Égalons les deux valeurs de , J qu'on obtient en différentiant; il vient, 
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en tenant compte de l'équation (7), à laquelle satisfait p, 

df/(^r ^ Ou ^ d\' •^ ' 

Telle est Téquation qui détermine 9; c'est l'équation (10) adjointe a 
l'équation en p. 

Dés que est connu, on obtient '| par des quadratures; si Ton se rap- 
pelle cette proposition (*) : Etant données une équation linéaire et son 
adjointe, V intégration par un procédé quelconque de Vune des deux 
équations entraine comme conséquence celle de Vautre équation, on a la 
généralisation suivante d'un théorème bien connu sur les congruences for- 
mées de normales à des surfaces : 

Le problème de la recherche des congruences admettant même repré- 
sentation sphérique de leurs déreloppables qu'une congruence donnée 
équivaut à celui de la détermination des surfaces découpées suivant un 
réseau conjugué par les développahles de cette congruence. 

L'é(|uation en ç est la même pour toutes les congruences admettant 
même représentation sphérique de leurs développables; soit p la demi- 
distance focale d'une de ces congruences : à toute solution ç de Téquation 
(ïo)correspondent des valeurs de 'j», déterminées par les équations (i 3), qui 
ne différent que par une constante; le plan tangent à l'une quelconque des 
surfaces obtenues est parallèle aux directions dont les coefficients direc- 
teurs sont 



et 



' ' " du 



à loffo 



Ces deux directions étant indépendantes de p et de ^y on voit qu'on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Considérons les congruences admettant une représentation sphérique 
donnée de leurs développables; à toute solution de l'équation adjointe à 
l'équation en p correspondent pour chacune de ces congruences une in- 



{•) Darboux, Leçons, t. Jï, p. y8. 
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finiié de surfaces découpées par les dé\'eloppables de cette congruence 
suivant un réseau conjugué; deux quelconques de ces surfaces appar- 
tenant j soit à une même congruence, soit à deux congruences différentes, 
ont y aux points correspondants, leurs plans tangents parallèles. 

On peut remarquer que ron connaît trois solutions j)articulieres c, c', c" 
de Tcquation en ^ et plus généralement les solutions définies par l'ex- 
pression 

9, =: /c H- me' -\- nc\ 

OÙ /, m, n sont des constantes; or, si Ton appelle X, Y, Z les coordonnées 
du point P par rapport à trois axes rectangulaires, on a en général 

? ? ? 

Dans le cas actuel où ç = ç,, il vient 

t\ -^ mY -h nZ ~ /X,„-f- mY,„-4- nZ,„-h ^i, 

4»! étant défini par le système (i3) dans lequel on remplace ç par o,. 

Les deux dérivées partielles de la fonction IX -f- m Y -h //Z sont nulles 
en vertu des formules (9) ; donc : 

I^s surfaces correspondant aux solutions ç, sont des plans. 

12. Congruences de Ribaucour. — On peut se poser à Tégard d<» 
Téquation en p des questions analogues à celles traitées par M. Darboux au 
Tome II de ses Leçons pour Téqualion linéaire plus générale du second 
ordre. 

Les congruences particulières qui se présentent tout d'abord sont celles 
pour lesquelles Téquation en p a ses invariants égaux ; elles sont définies par 
la condition suivante 

du âv 

Donc : 

La représentation sphérique de leurs dé^eloppables est identique à la 
représentation sphérique des asymptotiques d'une surface. 

M. Ribaucour (*) les a rencontrées le premier dans le problème de la 



(1) A. Ribaucour, Élude des Élassoïdes, § i88. 

Foc. de T. - \l. N.i 
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correspondance par orthogonalité des élément 
plus loin. On les retrouve dans un grand nom 
donnerons, d'après M. Bianchi, le nom de conu 
M. Guichard a indique une propriété rar;n i 
qui est la suivante : 

Les dêi^eloppables d^une congruence dr /. 
surface moyenne un réseau conjugué, 

(]ette propriété résulte immédiateinnit d 
dans le cas actuel une solution o telle (|ii.' 
soit nulle; cette solution ç est définie par I 



Ou 



On rencontre les congruences d(» l!il 
questions relatives aux congruences; |w 

Etant donnée une congruence, e.rl.^^i 
P, et Pa équidistants du milieu dr.s 
tangents en P, etV^ aux surfaces ( I 

11 suffit de faire 0,= — O^aunuMn'i > 
si elles existent, seront définies par I 



f 



Effectuant les calculs, il vicMil, | 



On voit que le problème p 
gruences de Ribaucour; |)(>m 
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tenant compte de l'équation à laquelle satisfait p, 

Otte équation détermine 0; on a ensuite R* par des quadratures. On 
remarquera que l'équation (i5), considérée comme déterminant pO, se 
ramène à Téquaiion (lo), adjointe à l'équation en p, dès qu'on en connaît 
une solution particulière; or une solution particulière du problème est 
donnée par un point fixe de l'espace. On retrouve donc ce théorème de 
M. Darhoux : 

La dislance d^ un point fixe de V espace au plan tangent d^une surface 
qui admet le réseau (w, v) pour représentation sphérique d'un réseau 
conjugué tracé sur elle, est solution de V équation (lo). 

Un cas particulier remarquable est celui où l'on a 

du di' 

Dans ce cas, Téquation ( 1 5 ) est identique a l'équation ( i o), dans laquelle 
on aurait remplacé ç par pO. 

Il est facile de donner une définition géométrique des congruences qui 
satisfont à la condition précédente : 

Ce.sont les congruences dont les développables correspondent à un ré- 
seau conjugué sur l'enveloppée moyenne. 

En effet, les congruences considérées sont caractérisées par cette pro- 
priété que l'équation (i5) admet la solution = o; or cette solution cor- 
respond aux sphères dont les centres sont sur Vem^eloppée moyennCy c'est- 
à-dire sur la surface enveloppe du plan moyen, mené perpendiculairement 
à chaque droite de la congruence au point milieu du segment déterminé par 
les points focaux. 

On peut donner une autre définition des congruences précédentes; repor- 
tons-nous au n** 7, c'est-à-dire supposons que la congruence soit définie au 
moyen d'un trièdre mobile (T) dont le sommet soit fixe; égalons les deux 

valeurs de 3—3- obtenues en différentiant les équations de la troisième ligne 

du système (8), il vient, en tenant compte des autres équations. 



à^z 



m 



âuâv 
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])nnc : 

Lrs co/t ^ruences précédentes sont caractérisées par cette propriété que 
la (listanve d'un point fi.cc de l'espace au plan moyen satisfait à V équa- 
tion ( lo). 

dolU» proposition résulte d\'ûlleurs du théorème de M. Darhoux et de 
la HMnarque faite précédeniuienl. 

1 1. Congruences de Ribaucourdont les déi^eloppables correspondent 
à un réseau conjugué sur Tem^eloppée moyenne (^). -- Introduisons la 
fonction l\ définie par les équations 

La eondilion du problème est 

()\oç^\/k âçj c^loîrv'X- âp 
d\' du ()i* ô^' 

lN)sons, eommc* au n" 12, 



— -._. » 



II -^^^k VA 

ou ()V 



^^' "-v-t-^r^.: -/• 



Les eon}(r'uenees cherchées seront telles que A satisfera aux équations 



Ou ()v 



H/, 



ai' du Ou ai' 

M. (luichard a sij^nalé des congruences particulières qui satisfont à la 
(piestion. 

i" Supimsons que la fonction II, (|ui est la valeur commune des invariants 
deré(|ualion en p, soit nulle. Parmi les congruences qui admettent la môme 
eprésentation sphérique de leurs développables, il y en a alors une telle que 
les deux nappes (F,) et (Fg) îî'** réduisent à des courbes; on Tobtient (n** 9) 
en prenante solution de 

0\o*xo ^ 0\OSP r 

ou ^ uv 



I 



(') C (ji'iciivnD. Comptes rendus de (Wcddémie des Sciences. ->.'2 juin 1891. 
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c'est-à-dire solution do 

^J^ =o, ' - =0, 

du ov 

ou encore en prenant 

\ m consi. 

Cette congruence satisfait à la question; donc : 

Pour toute congruence formée de droites rencontrant deux courbes, 
les développablcs correspondent à un réseau conjugué sur Vem^eloppée 
moyenne. 

Considérons en particulier la congruence formée des normales à la cyclich» 
de Dupin; on a alors le théorème suivant, dû à M. Ribaucour (* ) : 

La cyclide de Dupin et sa développée moyenne ont même représenta- 
tion sphériquc de leurs lignes de courbure, 

2® Supposons que k = constante, c'est-à-dire que le système (//, r) soit 
la représentation sphérique des asymptotiques d'une surface à courbure to- 
tale constante; l'équation de condition étant satisfaite identiquement, on 
voit que toutes les congruences qui admettent cette représentation sphérique 
de leurs développables satisfont à la question. Ces congruences sont définies 
par les conditions 

Nous les retrouverons plus loin; leurs développables interceptent sur les 
deux nappes de la surface focale les lignes de courbure; les courbes conju- 
guées qui leur correspondent sur l'enveloppée moyenne sont des géodé- 
riques. 

3** Cherchons s'il y a des congruences formées de normales à une surface, 
c'eslrà-dire considérons le cas où / = o. 

Les deux équations en X ont alors la solution commune 

■ 

s/k 



0) A. RiBjmooUB, Mémoire sur la théorie générale des sur/aces courbes, n*» 63. 
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La valeur de p correspondante est 



I 

p--r 

Kllc satisfait aux deux équations 

On a donc pour une congruence correspondante 

(JZ,f, O^m 

Par suite, la surface moyenne et Tenveloppée moyenne sont confondues; 
la surface commune est minima et la congruence est formée des normales à 
e(»tte surface. 

15. Con^r nonces cycliques. — Nous appellerons, avec M. Bianchi(*), 
congruence cyclique toute congruence formée par les axes des cercles con- 
stituant un système cyclique. 

Supposons toujours la congruence rapportée à ses développables et dé- 
iinic» au moyen d'un triédre mobile (T) dont l'origine décrit une surface 
normale à Taxe des z. 

(Considérons des cercles dont les axes sont les droites Dde la congruence ; 
<Mi d'autres termes, considérons un cercle défini par rapport aux axes du 
triédre (T) par les équations 

\z=x 4-Hcos^ 
\—y -hUsin^ 

où K et sont deux fonctions de w, v et où Ton suppose que x^ y^ z^ satis- 
font aux équations (6) du n" 6. 

(Cherchons à déterminer une fonction / de i/, v telle que le point du 
cercle correspondant décrive une surface trajectoire orthogonale des diffé- 
rentes positions du cercle; cette fonction, si elle existe, sera définie par 



{^ ) L. BiANXiu. Annali di Matematica, vi* série, t. XVIII et XIX. 
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réquation 

ôX sin ^ — ôY cos ^ — o. 

Or on a, en vertu des formules (B) et des équations (G), 

dY =dRsine-hRcosldt-h{-'pp—ppO-hrRcosl)ciu'h{ pip—pipO-\-f\\\cost)d\\ 

L'équation qui délerniinc / est, par suite, 

Rde-hM du -h M, di' = o, 

en posant 

M = — 7 p(9 -hi)s\nt — p p{9 -\-i)cost -h r H, 

Mi = — <7,p(0 — i)sin^ — />,p(0 — i) cos/-+- r, R. 
Écrivons la condition d'intégrabilité de cette équation, savoir 



^/âM dM,\ jj,{dM, dR\ ^ 



âu dt)~'^' 



En appliquant les formules (D) et posant 

c = (/^7,-7/>,)(R«H-p«0»-p«), 

on trouve l'équation 

a sin ^ H- 6 cos ^ -4- c = o. 

Cette équation, considérée comme devant déterminer /, ne peut admettre 
plus de deux solutions sans être identiquement vérifiée ; d'où résulte le théo- 
rème bien connu de M. Ribaucour : 

Pour qu'il y ait une infinité de surfaces normales à tous les cercles, il faut 
que l'on ait les trois relations 

a = o, 6 = 0, c=zo. 
Foc. de T. ^S\, N.5 
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Ju'solvoiis-Ies pai- rapport aux dérivées de R; nous obtenons 1»^ >ysii>iii< 






OUy^W 



â'JiO — î) 
du 






?(!^-i) 
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H-r- 



d ( -f- I ) 
r^ 
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(|Hi' loii |)(Mit roinplaoïM" par [o syslôinc éqiiivaloiil 






— c-i y — I ) 
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■-.- — I y — I ) 



0-1 I — j- ). 






La Iroisiènie de ees équations exprime que les foyers du cercle sont con- 
jiij;;ués liarnioniqur's par ra|)|)ort aux i)oints focaux F, el F^, ou encore que 
l«'s splièrt's dont les centres sont en F, el F^. el qui passent par le cercle 
sont ortlioironales ( ' ). 

Si Ton leniarcpn» <|u»' les deux premières équations sont identiques aux 
expiations (ï/|) du n" 13, on voit que Ton peut énoncer le théorème sui- 
\ant, dû à M. lîibaucour (-) : 

IJnr coiiij^vupnct* cyrMqur ont formée par les cordes de contact y aK^ec 
h*ur en\eloppe^ de sphèrrs tf/les que les points focaux de chaque corde 
de contact suimt ronjuf^uês harmoniques par rapport aux points de 
runtact. 

Uemplaçons fP |)ar sa valeur tirée de la troisième des équations dans les 
deux premières; on obtient, pour déterminer el R, le système 



du 



^ -2?.(0-.), 



(i6) 












. Leçons, i. Il, p. V?t). 

Mémoire iur ta théorie générale des surfaces courbes, n" liO. 
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Kîîalons les doux valeurs do -t — r- qu'on obllent en dinëronliaiU: il vioul 
'^ Ou 0\' • 






i" Supposons que Texpression -.' ^ ne soil ()as nulle: de eetle der- 
nière équation on lire 0; en portant dans les deux premières écjualions ( i()), 
on obtient deux conditions entre les éléments du réseau (u, i), imajre splié- 
rique des développables d'une congruence cyclique. 

2** Supposons que -j yj = o, c'est-à-dire que la congruence donnée 

soil de Ribaucour; pour qu'elle soit cyclique, il faudra que Ton ail 



Ou- Ov --'«Vi- 



Si CCS conditions sont remplies^ la congrucnce est, d'unr injinilê de 
manières^ formée par les axes des cercles d'un système cyclique. 

Le système (i6) qui détermine admel, en eflet, dans ce cas une solu- 
tion dépendant d'une constante îirbilraire. Si Ton remarcpie (pie, dans le 

cas actuel, 7 est de la forme 

' A* 

en dcsignanl par U cl V des fonctions (jiii ne dépendent respoctiveineiil 
que de u et que de p, on a, pour 0, l'expression suivante 

, V-r-4-rt 

OÙ a désigne une constante arbitraire. 

Considérons les plans des cercles des systèmes cyclicpies dérivés de la 
même congrucnee; le plan d'un de ces cercles touche son enveloppe en un 
point dont les coordonnées X, Y, Z = j„, -f- pO s'obtiennent en adjoignant 
les équations 

O'I - . 

0'^ ■+-/^i^ -r/.Xnzo. 
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Le lieu de ce point, lorsque a varie, est une droite. D'ailleurs, aux dévc- 
loppables de la congruence correspond, sur chacune des surfaces enve- 
loppes des plans des cercles, un réseau conjugué, d'après un théorème de 
M. Ribaucour (*). On peut donc énoncer le théorème suivant : 

5/ une congruencc de Ribaucour (^D) est formée par les axes des 
cercles d'un système cyclique, elle l'est d'une infinité de manières. Les 
points de contact des plans des cercles ai^ec leur em^eloppe sont en ligne 
dix>ite; les déwdoppables de la congruence Jormée par cette droite cor- 
respondent aux déi^eloppables de la congruence (D), et découpent les 
sur/aces em^eloppes des plans des cercles suii^ant des réseaux conjugués 
dont la représentation sphérique est la même que celle des dévelop- 
pa blés de (D). 

Il est aisé de former une équation aux dérivées partielles de rintégralion 
<le laquelle dépend la recherche des courbes tracées sur une sphère de 
rayon i et qui constituent la représentation sphérique des développables 
d'une congruence cyclique et de Ribaucour. 

Supposons d'abord qu'aucune des fonctions U, V qui entrent dans 
l'expression de A- ne se réduise à une constante; en particularisant u et i\ 
on peut faire en sorte que 

fi -+- i' 

on aura 

t il 



puis 

■^ du 0%^ 

On peut donc exprimer e, /, g au moyen d'une fonction auxiliaire s par 
les formules 



e= 7-> 



M -:- i' à^' 



a -h %* du ^ u -^ ï' à^' dudv 

Substituant dans l'équation qui exprime que e.f. g sont les coefficients 
d'un élément linéaire à courbure totale égale à i^ on a féquatioD aux dé- 
rivées partielles qui détermine z. 

V«^ A. RiBiCCora» Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes, n* 38. 
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Supposons maintenant qu'une seule des fonctions U, V soit constante, 
par exemple U ; le réseau sphci ique considéré sera caractérisé par les con- 
ditions 

On pourra toujours, en particularisant la variable r, faire en sorle que 



et Ton aura 






I 



d'où résulte 



^^-TT^' ^^^^' 



d^ â\og:iev) _ 

•^ au Ov 



En écartant le cas où e est nul et particularisant la variable u, il vienl 

au i' 

Substituant dans Téquation qui lie Cj /, g, on a une équation aux dérivées 
partielles qui détermine g. 

Enfin, dans le cas où U et V se réduisent à des constantes, la représen- 
tation sphérique est celle des asyniptotiques d'une surface à courbure 
totale constante. 

16. Congruences cycliques formées de normales à une surface. — 
I^e problème de déterminer les surfaces dont les normales forment une 
congruence cyclique est identique à une question dont O. Bonnet a donné 
la solution, ainsi que nous le montrerons au n® 23. 

Dans le cas actuel, on a 

"^ ^ ai' du 

Il faut chercher si l'on peut trouver une fonction satisfaisant au sys- 
tème 

du du 

^ 1 _ a loge 
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r^ g étant deux fonctions liées par la relation qui exprime que rélément 
linéaire donné par la formule 

da^ = e du} -h g dv^ 

convient à une surface dont la courbure totale est égale à r. 
Les deux fonctions e^ g devront être de la forme 

"" 2 V' 
1-0 I 



€ z=z 



U et V étant respectivement des fonctions de u et de i^. 

On peut encore dire que la condition nécessaire et suffisante est la sui- 
vante : les fonctions e, g devront être liées par une relation de la forme 



cV -+■ £:\=i. 



Nous pouvons supposer les fonctions U et V différentes de zéro; car, si 
U était nulle, par exemple, on aurait = i, et les cercles du système cy- 
clique seraient de rayon nul. En particularisant u et p, on peut faire en 
sorte que U = i, V= i, et la relation devient 

ce qui signifie que le réseau (m, p) doit être la représentation sphérique des 
lignes de courbure d'une surface à courbure totale constante. 
On peut donc énoncer le théorème suivant (*) : 

Les surfaces dont les normales forment une congruence cyclique 
sont celles qui ont même représentation sphérique de leurs lignes de 
courbure qu'une surface à courbure totale constante. 

Si la surface à courbure totale constante est quelconque, on a une con- 
gruence cyclique générale. 

Cherchons pour quelles surfaces à courbure totale constante on obtient 
une congruence cyclique et de Ribaucour. 



(1) L. BiANGHi, Sui sistemi tripli ortogonali che contengono una série di superficie 
eon un sisiema di linee di curvatura piane {Annali di Matematica, 2* série, t. XIX, 
n* 7), 
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Posons 

rrrsin'o), ^=icos*o); 

(0 sera défini par Téquation 

air ôv^ 

Il reste à voir s'il existe des solutions de cette équation telles que Ton ait 



Or 



au av ^^ 



^ coso) {)&) ^ sino) dfx) 

^ sinoj dv^ v*^'— cos^*) du 



Il en résulte immédiatement que les seules solutions qui conviennent sont 
celles pour lesquelles 



Ôh) âfxi 

du âv 



Il suffit évidemment de se borner à 



■d^=''- 



Les surfaces cherchées sont donc celles qui correspondent à une solution 
de Téquation différentielle 

-y— r === Sm CO COS Cl). 

du^ 

Or, si Ton se reporte aux Leçons de M. Darboux (t. III, p. 378), on 
constate facilement que le centre de courbure principal, qui est Textrémité 
du rayon de courbure principal R', décrit une droite lorsque w et p varient; 
en d'autres termes, les normales de la surface rencontrent une droite; 
donc : 

Les surfaces dont les normales forment une congruence cyclique et 
de Rihaucour sont celles qui ont même représentation spfiérique de 
leurs lignes de courbure qu'une surface à courbure totale constante de 
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révolution; ce sont donc des surfaces moulures (*) obtenues par le mou- 
vement d'une courbe plane dont le plan roule sur un cylindrée. 

On peut arriver encore à la même conclusion de la façon suivante : 
(o étant une simple fonction de w, le réseau sphérique (w, v) est isotherme et 
les courbes!(p) sont des géodésiques.Oron sait que, si une famille de courbes 
isothermes est composée de cercles géodésiques, il en est de même de la 
famille isotherme formée par les trajectoires orthogonales : les courbes 
sphériques (v) sont donc des grands cercles, et les courbes (u) des petiLs 
cercles les coupant à angle droit; donc, enfin, les courbes sphériques (p) 
sont des grands cercles passant par les extrémités d'un diamètre de la 
sphère; les courbes (u) sont des petits cercles dont les plans sont perpen- 
diculaires à ce diamètre. 

17. Congruences cycliques et de Ribaucour particulières. — Les con- 
gruences dont la représentation sphérique des développables vérifie les 
conditions 

sont des congruences cycliques et de Ribaucour particulières; elles ont fait 
l'objet d'un Mémoire de M. Guichard (^). 

Considérons une surface enveloppe des plans des cercles d'un des sys- 
tèmes cycliques dérivés; le système conjugué qui correspond sur cette 
surface aux développables de la congruence est tel que sa représentation 
sphérique vérifie les deux conditions précédentes; nous verrons que ce sont 
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un réseau conjugué soit 
formé de géodésiques; ainsi les surfaces enveloppes des plans des cercles 
des systèmes cycliques dérivés de la congruence sont les surfaces consi- 
dérées par M. Voss('), et auxquelles M. Bianchi donne le nom de surfaces 
de Voss. Dans le cas actuel, les équations (i 6), qui définissent 0, admettent 
comme solutions particulières = i et = — i ; les cercles qui correspon- 
dent à ces solutions sont de rayon nul ; leurs plans passent respectivement 



(*) DarbouX) Leçons, t. I, p. 10.4. 

(*) C. Guichard, Recherches sur les surfaces à courbure totale constante et sur cer- 
taines surfaces qui s* y rattachent {Annales de r École Normale supérieure, 3* série, 
l. VII). 

(») A. Voss, Ueber diejenigen Flâchen, auf denen zwei Schaaren geodàtUcher 
Linien ein conjugirtes System bilden (S itzungsberichte dcr K> Akademie zu Mânchen, 
3 mars 1888). 
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par Fj et F| et enveloppent des surfaces qui constituent respectivement 
une nappe des développées de (Fj) et de ( F, ). 

Si Ton remarque enfin, avec M. Guichard, que les conditions p = o, 
P, = G expriment que les développables de la congruence rencontrent (F^ ) 
et (Fj) suivant leurs lignes de courbure, on peut cnoncep le théorème qui 
suit : 

Si les déi^eloppables d'une congruence (D) rencontrent les deux 
nappes de la surface focale suivant leurs lignes de courbure y leur 
représentation sphérique est la même que celle des asy mptotiques d'une 
surface à courbure totale constante : une telle congruence est cyclique 
et de Ribaucour; elle est, par suite, cyclique d'une infinité de manières; 
les plans des cercles enveloppent des su? faces de Voss, les points de 
contact étant sur une même droite; les développables de la congruence 
formée par cette droite correspondent aux développables de la con- 
gruence (^D)^et découpent les surfaces enveloppes des plans des cercles 
suivant des réseaux conjugués dont la représentation sphérique est la 
même que celle des développables de (D); l'une des nappes de la déve- 
loppée de (F, ) ou de (Fj) est une surface de Voss. 

On peut remarquer aussi que les équations (i6) admettent la solution 
6 = 0; donc : 

La surface enveloppée moyenne de la congruence est une surface de 
Voss. 

Les conditions 
reviennent à 

de ds( 

av ou 

Écartons le cas des congruences isotropes dans lequel e, g sont nuls, ou, 
plus généralement, le cas où l'un des plans focaux serait isotrope ; on peut, 
en particularisant u et p, supposer 

. Si Ton pose 

/rrr — COS2 0), 

Foc. de T. — VI. l\.C 
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on a, pour dclcrmincr co, l'équation 



^*0) 



= sino) cosoj. 



(0 étant connu, on aura ensuite p par l'équation 



Ou ôs' 
Ainsi : 



p cos2a). 



Z/6* problème de la détermination des congruences précédentes équi- 
vaut à celui de la déformation infinitésimale des surfaces à courbure 
totale constante. 

C'est là, d'ailleurs, un point qui résultera immédiatement du numéro 
suivant. 

18. La déformation infinitésimale et la correspondance par orthogo- 
nalité des éléments. — Le problème delà déformation infinitésimale d'une 
surface (M) est, comme l'on sait, identique à celui de la détermination des 
surfaces (M) qui lui correspondent par orlhogonalité des éléments; il nous 
suffira de considérer ce dernier problème. 

Reportons-nous au n** 1 et cherchons les équations auxquelles doivent 
satisfaire x^ y y z pour que deux éléments correspondants des surfiices (M), 
(N) soient toujours rectangulaires; il suffit d'exprimer que l'on a, quels que 
soient du et rfp, 

-h {f\du-\-f\^dv) if\ H- y- -^ rx — pz\du ^{f\y-\- -^ H- r,a:— /?i5 Wr =0, 

d'où les conditions 

H-T0U,4- j^ ■^rr^X-~p^z\ -hY)jY)-f- -^ -^-rx—pz\ =rO. 
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Or $y]| — y]$| n'étant pas nul, on peut remplacer ces trois équations par 
le système suivant, où ::, est une inconnue auxiliaire, 

àV y, àV y 

Par conséquent, de la même façon qu'au n** 6, les inconnues a*, y, :; sont 
déterminées par le système 

y, dx ^, dx 

I ày , ày 

ou '^ ^ ov 

Ç'4-^-h/?7-(7^ = o, ç; -h ^^^-i-p,y-qiX=:0, 

où l'on a posé 

tî'= m H- Ç-Si, Y)', = Y), -h Ç, C„ 

" pqi — ipi ' '~ pii--^Px 

L'inconnue auxiliaire z^ est définie par Téquation 

Or, si l'on suppose que le réseau (w, p) soit celui des asymptotiques de 
(M), on voit, en se reportant aux n"' 4 et 5, que les équations que nous ve- 
nons d'obtenir se déduisent des équations (6) et (7) du n*^ 6 en posant 



'w — "> P — "77 



Nous trouvons donc ce résultat, dû à M. Ribaucour (* ) : 

La recherche des surfaces, correspondant par orthogonalité des élé- 



(*) A. Ribaucour» Étude des élassoïdes, n" 188. 
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ments à une surface (M), équwaut à la détermination des congruences 
qui admettent pour représentation sphérique de leurs déi^eloppables celle 
des asy m pto tiques de (M). 

On peut énoncer d'une façon plus précise cette proposition sous la forme 
suivante, donnée également par M. Ribaucour (') : 

Soient (M) et(N) deux sur/aces qui se correspondent par orthogona- 
lité des éléments et considérons la congruence formée par les droites D 
menées par les points de ÇS) parallèlement aux normales de (M). Cette 
congruence est une congruence de Ribaucour dont {N) est la surface 
moyenne; les plans focaux de la droite D sont perpendiculaires aux 
asymptotes de V indicatrice de (N) au point N ; les images sphériques des 
dêçeloppables de la congruence ( D ) sont celles des a^ymptotiques cfe ( N ). 

Le problème de la détermination des surfaces, correspondant à (M) par 
orthogonalité des éléments, se ramène, comme on le voit, à l'intégration de 
Téquation en 2,; le trièdre (T) étant connu, dès que z^ sera déterminé, on 
n'aura plus qu'à effectuer des quadratures. 

Or on peut donner de z^ une autre interprétation que celle qui résulte de 
la formule précédente 

En effet, considérons le plan qui a pour équation, par rapport au 
trièdre (T), 

La '^1 ■ 

Ce plan a une enveloppe qu'il touche en un point P {x^^y^^ z^)^ défini 
par les équations 

On constate immédiatement que la droite MP qui joint ce point P au 
point M est parallèle à la normale à (N) en N; cette droite forme donc une 
congruence de Ribaucour dont (M) est la surface moyenne. 

(*) A. Ribaucour, Étude des élassoïdes, n** 188. 
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Remarquons que, par suite de la définition du point P, la congruencc des 
droites MP intercepte, par ses dévcloppables, un réseau conjugué sur (M); 
l'équation en z^ exprime simplement que la surface moyenne de cclto con- 
gruence est (M). 

Donc : 

La recherche des sur/aces^ correspondant par orthogonalité des élé- 
ments à une surface (M), équivaut à la détermination des congruencrs 
de Ribaucour qui admettent cette surface pour surface moyenne. 

C'est d'ailleurs ce qui résulte aussi du théorème de M. Ribaucour qui 
montre que la représentation sphérique des asymptotiques des surfaces 
cherchées (N) est identique à celle des dévcloppables des congruences de 
Ribaucour qui admettent (N) pour surface moyenne. 

Nous reprendrons au n° 28 le problème sous la dernière forme (»t nous 
montrerons qu'il est équivalent à celui, traité par M. Voss, de la détermina- 
tion des réseaux conjugués à invariants égaux tracés sur (M). 

IV. — Les systèmes conjugués et la déformation des surfaces. 

19. Élément linéaire correspondant à un réseau conjugué. — L'élé- 
ment linéaire d'une surface non développable étant donné sous la forme 

cherchons si les lignes coordonnées peuvent former un réseau conjugué sur 
Tune des surfaces résultant de la déformation de la proposée. 
Pour une telle surface, on devra avoir 

Pfï\ — ^?i = Pi in — 7i I = o, 

ce qui nous permet de poser 

Portons ces valeurs dans les relations de la troisième ligne du système 
(A), on trouve 
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en désignant par — /c' la courbure totale 

ôr drx 
., I ôv du 

~ ^' - ïïiv - $Yî,-Y)>i • 

Les deux premières équations de droite de (A) donneront r, r,; il reste 
à exprimer que les deux premières équations de gauche sont satisfaites, c'est- 
à-dire que Ton a 

OOlx) àjixc) . _ 

—:r^-^ p Ay), r, -h {xYî /• =: o, 

o^' au 



OU, en tenant compte des formules (C), 

^1 ( j;; -^ CtX - Aif^j - Y) (|^ -4- AfA ~ CX^ = o. 

Les inconnues X, (x sont donc définies par le système 

X|x = ^«, 
^ -+-C,>-A,fx = o, 

-~ H- Au — C> 11^0, 
au ' 

dans lequel tous les coefficients s'expriment à Taide de E, F, G. 

Prenons comme inconnue auxiliaire :; == X^; dès que z sera connu, on en 
déduira X, (x par les formules 

/-> 

;^l Ll — — • 

A ^, fA — y, 

par conséquent, à chaque valeur de Zj correspondront deux surfaces symé- 
triques Tune de l'autre. 

Los équations qui déterminent z sont 

du - A»"' +^1^'^+ Ou )" 
('7) < 

I -7^ = — 2 C| 5 + a A, k*. 
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lions; il vient 




*.c-^> 



Cette équation donne les valeurs de z qui peuvent convenir à la ques- 
tion; considérant l'une des racines de cette équation, pour qu'elle con- 
vienne, il faudra qu'elle satisfasse aux équations (17), ce qui n'arrivera pas, 
en général. 

Si nous convenons de ne pas regarder comme distinctes deux sur- 
faces symétriques l'une de l'autre, nous pouvons énoncer le tliéorème 
suivant : 

// doit y avoir, entre les coej/icienls E, F, G de l'élément linéaire 
d'une surface (2), deux relations pour que les lignes coordonnées for- 
ment un réseau conjugué sur l'une des surfaces résultant de la défor- 
malion de (S). Si l'on trace sur (S) un réseau conjugué, il n'y aura 
pas de surface applicable sur (S) et pour laquelle le i-éseau correspon- 
dant sera conjugué, tant que le réseau donné sera quelconque. 

20. Surfaces qui admettent une représentation sphérique donnée 
d'un réseau conjugué. — Soil 

rfs'^ edu*+ :i/dii di> -1- g dv' 

ta formule qui donne l'élément linéaire d'une sphère de rayon 1 , rapportée 
ail système (u, v), qui est la représentation sphérique d'un réseau conjugué 
tracé sur une surface. 

Supposons que l'on connaisse jo, q, p,, q,; les deux premières formules 
de ^uche de (A) donneront r, r, ; la troisième sera satisfaite et exprimera 
({ue Félément Hnéaire da convient à une surface à courbure totale égale 
à > • ^1 ^n 1I1 11 seront déterminés par les formules 



ï = 'r' £.= 



-v 
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OÙ A, UL sont deux inconnues auxiliaires définies par le système qu'on ob- 
lieiil en exprimant que les deux premières équations de droite de (A) sont 
satisfaites, savoir : 



d^ d-p 



^ /', -^ /. /• z^ o, 



ôv Ou jJL /. 



ôi' Ou IJL À 

Ces équations se déduisent de celles considérées au numéro précédent, 
en remplaçant respectivement 

par 

Donc, en vertu des formules (D), les inconnues A, a sont définies par le 
système 





I 


-O, 


A 1 
Ou A 


I 


O. 



( )n voit qu'on peut se donner arbitrairement la représentation sphérique 
(riin rrs(?au conjugué tracé sur une surface; la détermination des surfaces 
l'orrespondaiites dépend de l'intégration du système précédent. 

hès (pie Ton connaîtra les expressions des cosinus directeurs c, c , c" de 
la iioi'iiiule ù la surface, ainsi que les valeurs de X, [jl, on obtiendra les 
CiHknhuuiéc» cartésiennes rectangulaires X, Y, Z du point de la surface, au 
HioYOïi do quadratures, par les formules suivantes 

d\ g de / de 

du Ajx du /i{x âv 

d\ f dc^ e de 

dv Sy du A). {)i*' 

ations (4)9 et par les analogues obtenues en rempla- 
ou par Z et c". 
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21 . Comparaison des symboles de M. Christoffel construits respecti- 
vement avec Vêlement linéaire d'une surface rapportée à un système 
conjugué et avec celui de la représentation sphérique de ce système 
conjugué. — Supposons que Ton remplace, dans les expressions des sym- 
boles de M. Christoffel, construits avec la forme quadratique qui est le 
carré de Télcment linéaire d'une surface rapportée à un système conjugué, 
E, F, G par leurs expressions 

^==^' ^==V' ^'"^' 

en fonction de ^,/, g et de X, [ji. 

Il viendra, en tenant compte des équations du numéro précédent, 
auxquelles satisfont X et (x, 

^ au IX ^ 

(19) <B:=^a„ ^^=p* 

De même, si l'on remplace dans les expressions des symboles de 
M. Christoffel construits avec la forme quadratique drr^ du numéro pré- 
cédent, qui est le carré de l'élément linéaire de la représentation sphé- 
rique, Cj /, g par leurs expressions 

en fonction de E, F, G et de X, lu, il vient, en tenant compte des équations 
du n° 19, auxquelles satisfont X et (x. 



(20) 



a — B,-h 


()logX 

du ' 


«._iB, 


? Ça,, 




P.-^C. 


r ?».• 




■/. ^^^ 



On aurait pu d^ailleurs écrire immédiatement ces équations, d'après une 

Fac. de T. - \l. N.7 
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remarque faite au n"^ 20, en remplaçant dans les équations (19) 

A, B, C, Al, B|, Cl, X, fx 

respectivement par 

1 I 
l 



^y (S, y» «I, pi» 71» -' - 



22. Systèmes conjugués d^une surface qui sont également conjugués 
sur l'une des sur/aces provenant de sa déformation. — Nous avons vu 
que les solutions communes aux équations (17) doivent satisfaire à Téqua- 
tion (18); donc : 

Si un réseau conjugué d'une surface (2) est conjugué surplus d'une 
surface provenant de la déformation de (S), il est conjugué sur une 
infinité de telles surfaces, 

i"* Commençons par considérer un pareil réseau conjugué, c'est-à-dire 
considérons le cas où l'équation (î8) est identique. 

Cherchons Timage sphérique du réseau conjugué, supposé tracé sur Tune 
des surfaces qui correspondent aux solutions du système (17); nous avons, 
en appliquant les formules (19) du numéro précédent, les valeurs suivantes 
pour les coefficients de l'équation (18) 

k* th' /,* \ '^'^' dv ) 

L'image sphérique considérée est donc définie par les relations 






Donc : 



Si un réseau conjugué d'une surface {^) est conjugué sur une infinité 
de surfaces provenant de la déformation de (S), sa représentation sphé- 
rique est la même que celle des développables d'une congruence cyclique 
et de Rihaucourj et réciproquement. 
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2** Gonsidcrons maintenant un réseau conjugué d'une surface (Z) qui 
reste conjugué sur une surface provenant de la déformation de (S), c'est- 
à-dire considérons le cas où les deux racines de l'équation (i8) satisfont 
toutes deux aux équations (17). 

Posons 

\ au J au 

_, ôv du * du dv 



\ du J ou 



L'équation (17) s'écrit 

(17) Nc*H-2P-5-hI = 0. 

É 

Remplaçons d'abord dans les équations (c8) les valeurs des dérivées de z 
tirées de (17); il vient les deux équations 

(^-4C,n)5»-i-2(^-2PC, + 2A,NA«)5 + 4A,PA-' = o, 

qui, devant être satisfaites par les deux racines de l'équation (17), lui sont 
identiques. 

Nous trouvons ainsi les conditions 



, C _^ du 



-4='A^M^^'-^)] 



Cherchons l'image sphérique du réseau conjugué, supposé tracé sur l'une 
des surfaces qui correspondent aux racines de l'équation (17); nous avons 
déjà trouvé, en appliquant les formules (19) du numéro précédent, les 



-« r - i^ — -. -rT^2:rf^ 



A-.^ 



-»« 



L^Tn r*-a_'?r**r- rfOïitjns- 



..f 



40 



U .' ^ z:u J «/ ./f / :i^ie't -Ur U9r 



'.' ' ^ tî.;. . vi f^ ^ 4./i/ •.'£rx/^/''^Js»*7 >£/• fa/* 



y 






' y /////r surface admet plan d'une dt*formation ronsnr, r,, , i # • j 

* o'/// A^v h s lies de 



\ \V MlWMi, .Ai«//«rt/ '/** /7.V<lAi ^«„^ ,. , ^,4, .^,4,, ^;,^|^j^,^ ^j jj ^^ .^ ^^ 
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courbure^ elle en admet une infinité; ses normales forment une con- 
gruence cyclique et de Ribaucour^ et réciproquement ; c'est une surface 
moulure obtenue par le mouvement d'une courbe plane dont le plan 
roule sur un cylindre. 

Si une surface admet une seule déformation conservant les lignes de 
courbure^ ses normales forment une congruence cyclique y et réciproque- 
ment; c'est une surface ayant même représentation sphérique de ses 
lignes de courbure qu'une surface à courbure totale constante qui n'est 
pas de révolution. 

En particulier, les normales d'une surface à courbure totale coiistanU* 
forment une congruence cyclique : le système cyclique correspondant est 
celui de M. Ribaucour, formé de cercles de rayon constant. 

24. Systèmes cycliques dont les cercles sont situés dans les plans tan- 
gents d'une su/face (Z). — On peut conplcter les résultats du n° î22 en 
reprenant la démonstration du théorème de M. Darboux(*) qui rattache 
la théorie des systèmes cycliques à celle de la déformation des surfaces. 

Proposons-nous de trouver un système cyclique formé de cercles situés 
dans les plans tangents d'une surface (2), cette surface étant rapportée aux 
courbes qui correspondent aux développables de la congruence des axes 
des cercles. 

Reportons-nous au n" 15; il suffit de prendre pour (M) la surface (2) et 
d'adjoindre la relation 

Posons 

= — cosa, 

z =■ ip sino", 

z sera la cote d'un des foyers du cercle. 

Les équations du problème deviennent les suivantes 

—^^ =:2;3,(COS(T— l), 

( — j7~=2?(cosa-hi); 



(*) G. Darboux, Leçons, t. III, p. 354- 
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^-^ôTi'^^'''''''^-''' ^i -^ ^ -^- 7i - - '*i7 - o 



(22) y Yî -t- ^ -h/OT— /?';;=:o, yî,4-^ -|-r,J:— />',5=:0, 



ày , dy 

du r y i ^^ 



ôz , , âz , , 



> 



en posant 



, .cos(7 — I , .cosa — I 



sino- sino" 

i , .cosffH-i , .cosa -h I 

\ ^* sino" '^ '* sina ' 

Supposons que les équations (21) aient une solution commune a; pour 
que les équations (22) déterminent un système de valeurs pour x, y, :;, il 
est nécessaire et suffisant que Ton ait 

(24) Px-ri — q\l=pf\i — ql\ = o. 

Supposons cette condition remplie; il existe alors un trièdre mobile (T') 
dont les translations sont les mêmes que celles de (T) et dont les rotations 
sont jo', q\ /•', p\^ q\^ r\ ; Taxe des z de ce trîcdre (T') est normal à Tori- 
{jfine à une surface ÇL') applicable sur (S); le système (22) admet une 
triple infinité de solutions constituées par les coordonnées des différents 
points fixes de l'espace par rapport au trièdre (T'). 

Nous retrouvons donc le théorème de M. Darboux : 

Les systèmes cycliques y formés de cercles situés dans les plans tangents 
d^ une surface (S), s* associent par triples infinités^ chaque triple infinité 
se déduisant d' une surface (2') applicable sur (21). 

Remarquons que les relations (24) entraînent les suivantes 

P\ ^ — <7f $ = o» P''^i — 9'1\ = o- 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, due à M. Ribau- 
cour(') : 

Les lignes de courbure des surfaces trajectoires des systèmes cycli- 

^*) A- RiBAVCOUR) Sur les systèmes cycliques {Comptes rendus de r Académie des 
'HCtê, 17 et 24 août 1891). 
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queSy en triple infinité ^ que le théorème de M. Darhoux déduit de la con- 
naissance d^une surface (2'), applicable sur (S), correspondent à un 
réseau conjugué de (S) qui n'est autre que le réseau conjugué commun 
a (S) etàÇL'). 

On peut également énoncer les résultats suivants, conséquences des for- 
mules établies, et qui montrent que la détermination analytique, au moyen 
des différentes équations du Tome 111 des Leçons de M. Darboux, des sur- 
faces applicables sur une surface (Z) équivaut à la recherche de certains ré- 
seaux conjugués tracés sur cette surface : 

I® Si Ton connaît sur (Z) un réseau conjugué (w, v) pour lequel les équa- 
tions (21) ont une solution unique, on en déduit, à l'aide des formules (23), 
les éléments de forme de la surface (2') appHcable sur (2) et admettant 
(«, p) comme réseau conjugué. 

2^ Si Ton connaît sur (2) un réseau conjugué (w, i^)pour lequel les équa- 
tions (21) ont une infinité de solutions, on en déduira les éléments déforme 
d'une infinité de surfaces applicables sur (Z) et admettant (w, p) pour ré- 
seau conjugué; il en sera de même pour toutes les surfaces enveloppes des 
plans des cercles des systèmes cycliques dérivés d'une même congruencc 
cyclique correspondant à une solution des équations (21). 

25. Quelques applications. — Les résultats que nous avons établis dans 
les numéros précédents renferment comme conséquences un certain nombre 
de propositions relatives à la déformation de surfaces particulières. 

I® Considérons les surfaces moulures obtenues par le mouvement d'une 
courbe plane dont le plan roule sur un cylindre ; nous avons vu que leurs 
normales forment une congruence cyclique et de Ribaucour; d'où résulte 
cette proposition de Bour ( * ) : 

Étant donnée une surface moulure y il existe une famille de surfaces 
moulures applicables sur elle; sur toutes ces surfaces^ les lignes de 
courbure se correspondent, 

2° Si deux surfaces minima sont applicables l'une sur l'autre, le réseau 
conjugué commun est formé des lignes de longueur nulle; or ce réseau 



(*) Darboux, Leçons, i. I, p. io5. 
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îkIiiioI, dans le cas actuel, comme représentation sphcrique, celle des déve- 
loppahles d'une congruence isotrope, c'est-à-dire d'une congruence cyclique 
et de Ribaucour particulière; nous retrouvons par suite ce résultat qu'/7 
<\/:i.ste une famille de surfaces minima applicables sur une swface mi- 
nima donnée, 

i" Considérons une surface de Voss, c'est-à-dire une surface sur laquelle 
il **\iste un réseau conjugué formé de géodésiques; un tel réseau conjugué 
<»sl (caractérisé d'après les formules (i) par les conditions 

Ai = o, C = o. 

Sa représentation sphérique, d'après les formules (19), est donc caracté- 
risée par les conditions 

VA\(t est identique à celle des développables des congruences du n" 17. 
Donc : 

Étant donnée une surface de Voss^ il existe une famille de surfaces 
dr Voss applicables sur elle; sur toutes ces surfaces y les réseaux conju- 
fj^ués formés de géodésiques se correspondent. 

V Une surface à courbure totale constante étant applicable sur une 
sphère, il en résulte que ses normales forment une congruence cyclique; il 
en est donc de môme pour toute surface a courbure moyenne constante. 
Considérons une telle surface qui ne soit pas de révolution et appliquons les 
formules (23) ; on trouve immédiatement que la surface applicable sur une 
surface à courbure moyenne constante, avec correspondance des lignes de 
courbure, est une nouvelle surface à courbure moyenne constante ayant 
mêmes rayons de courbure principaux; les su? faces à courbure moyenne 
constante que le théorème de O. Bonnet ( * ) fait dériver d'une telle sur- 
face s* associent donc par couples, se correspondant par leurs lignes de 
courbure. 

26. Les coordonnées par rapport à trois axes rectangulaires fixes 
d'un point d'une surface rapportée à un système conjugué. Démonstra- 

(>) Dasboux, Leçons, t. III, p. 384. 
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néaire aux dérUées partielles du second ordre ; les caractéristiques de 
cette équation sont les courbes qui constituent le réseau conjugué com- 
mun aux deux surfaces. 

Les expressions 

/X|-hmXj, /Y|H-mYj, /Z|H-mZi, 

où / et m sont des constantes, satisfont aussi à l'équation (24). Donc : 

Sur chacune des surfaces obtenues en divisant A, A 2 dans un rapport 
donné y le réseau correspondant au réseau conjugué commun à (A,), ( Aj ") 
est également conjugué; ce cas se présentera en particulier pour la sur- 
face (A), lieu du milieu A de A, Aj. 

Si Von mène par un point fixe O de V espace un segment Oa équipol- 
lent à AA,, sur la surface (a), le réseau correspondant au réseau con- 
jugué commun à (A,), (A^,) est conjugué. 

Le réseau conjugué commun aux deux surfaces (Ai) y (A2) correspond 
au réseau conjugué commun à (A), (a). 

Remarquons enfin que du théorème de M. Kœnigs résulte la conséquence 
suivante : 

Si deux surfaces applicables l'une sur Vautre ont plus d'un réseau 
conjugué commuuy elles en ont une infinité; elles sont alors égales ou sy- 
métriques. 

27. Congruences dont les développables découpent une surf ace don- 
née (M) suivant un réseau conjugué donné. — Utilisons la même 
remarque qu'au n** H ; nous définirons une droite de la congruence enjoi- 
gnant le point M au point correspondant P(x,,y,, z,) d'une surface, la 
correspondance étant telle que le plan tangent à (P) en P soit parallèle au 
plan tangent à (M) en M. On aura 

données d'un point de la droite MP s'expriment parles formules 
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Désignons par p,, pa les valeurs de p qui correspondent aux points fo- 
caux; si Ton rapporte (M) au réseau conjugué donné, les équations du 
problème sont, d'après les formules (B), les suivantes 

p, du ' ^ pj ^^' 

p, </m '^ ps {/r 

Appliquant les formules (A), les inconnues auxiliaires p,, p^ sont défi- 
nies par le système 

pi p» 



Si Ton pose 



di' 


c/a 


<?ù 


KS) 


ÔV 


au 


I 

p'i 


>.., 



P» Pi 



Pî 



le système précédent, en vertu des formules (C), se met sous la forme sui- 
vante 



^^ .-B (X,-X,)r=o, 

La fonction X, — \^ est définie, comme il est aisé de le voir, par l'équa- 
tion adjointe à l'équation (24); c'est un résultat conforme à celui que l'on 
connaît (*). 

28. Les réseaux conjugués à invariants égaux et le problème de la cor- 
respondance par orthogonalité des éléments. Autre problème. Les sur- 
faces isothermiques, — M. Voss a montré que la détermination des ré- 



(*) G. Darboux, Leçons, t. II, p. 224. 
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seaux conjugués à inv«irianls cjjaux traces sur une surface (*) dépend de 
rinlégralion d'une équation aux dérivées partielles du second ordre. Nous 
allons montrer que ce problème se rattache à la recherche des surfaces 
correspondant par orthoj^onalité des éléments à la surface proposée. 

Reprenons, en efl'et, ce dernier problème tel que nous Tavons laissé à la 
fin du n"" 18. Rapportons la surface (M) au réseau conjugué (w, r) qui est 
la trace des développables de la congruence des droites MP. Il suffit alors 
de faire X^ = — X, au numéro précédent et les é(pialions qui déterminent 
■^'n^^iî ^1 ^^^^^ 1^-^ suivantes 



>.,;+ — 4-75, — /\r, -no, 

()Zt 









-hr.xj /?,-, = o, 



ôz 



Ij'inconnue auxiliaire X, est définie par le système 



Ou 



- 'B,, 



()\oç:li 



Oi 



^T^-2B, 



cjui la détermine à un facteur constant près, à condition que Ton ait 

Ou Oi' 

m 

Les invariants de l'équation (24) doivent être égaux; autrement dit, le 
réseau (u, r) est un réseau conjugué à invariants égaux. 

(]e réseau conjugué étant supposé connu sur la surface (M), la détermi- 
nation de xr,, j^,, :?, s'effectuera, comme on sait, au moyen de quadratures. 

Donc : 

La recherche des surfaces correspondant par orthogonalité des élé- 
ments à une surface (M) revient à la détermination des réseaux conju- 
gués à invariants égaux tracés sur cette surface; dès qu^on connaît un 



«') V.Voss, Zur Théorie der Kriininutng der Flachen {Mathematische Annatcn, 
I . XXXFX. I». 207 et suivante?). 
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pareil réseau, on obtient par quadratures toutes les surfaces correspon- 
dant à (M) par orthogonalité des éléments et dont les asymptotiques 
correspondent aux courbes du réseau conju*>:ué donné. 

On remarquera que nous avons établi la proposition suivante, due à 
M. Kœnigs : 

Toute congruence de Ribaucour découpe, par ses dé^eloppables, sa 
surface moyenne suii^ant un réseau conjugué à inirariants égaux, 

M. Kœnigs a énonce une proposition plus {générale dont nous considé- 
rerons encore le cas particulier suivant : 
Supposons au n® 27 que Ton ait 

1 I 

- -f- - — 2, 

c'est-à-dire que les points M et P soient conjujj^ués harmoniques par rapport 
aux points focaux de la droite MP. 
On pourra poser 

— = I-f- A, — — . I — A, 

Pi Pî 

et si, dans les équations du n"27, on substitue aux inconnues x^^ y^^ z^ les 
inconnues 

en désignant par .r^, y^^ z^ les coordonnées d'un point fixe de Tespace par 
rapport au trièdre (T), on retrouve les équations du commencement de ce 
numéro. 
Donc : 

Soit une congruence de Ribaucour dont (M) est la surface moyenne 
et qui est définie au moyen d^ une surf ace (P ) que Von fait correspondra 
à(M) par plans tangents parallèles; si, par un point fixe O de l' espace, 
on mène OM, équipollent à MP, le plan tangent à (M,) en M, sera pa- 
rallèle au plan tangent à (M) en M; la droite MM, engendrera une con- 
gruence, ses points focaux seront conjugués harmoniques par rapport 
à M et M, ; les développables de cette congruence intercepteront .çw/-(M ) 
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DÉTERMINATION '■'( 



DES 



ÉQUATIONS RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT 



DANS LESQUELLES 



CHAQUE RACINE PEUT S'EXPRIMER EN FONCTION RATIONNELLE 

DE L'UNE D'ENTRE ELLES (»), 



PAR M. IvAR BENDIXSON, 

Maître de Conférences à l'Université de Stockholm. 



Le but du travail est de montrer que l'on peut parvenir à la détermina- 
tion des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation algébrique 
soit résoluble par radicaux sans avoir recours à la théorie des substitutions, 
introduite dans l'Algèbre par Galois. On peut en eflet déterminer lesdites 
conditions par une extension très facile à effectuer des considérations em- 
ployées par Abel dans ses deux Mémoires : Mémoire sur une classe parti- 
culière d'équations résolubles algébriquement et Sur les équations réso- 
lubles algébriquement. 

Nous étudierons à cette fin les équations telles que chaque racine puisse 
s'exprimer en fonction rationnelle de l'une d'entre elles, chaque équation 
pouvant en effet être réduite à une telle équation. Par une /onction ration- 
nelle de X, nous entendons toujours ici une fonction formée par de seules 
opérations arithmétiques de x et des quantités R', . . . , IV définissant le 
domaine de rationnalité donné. 

Soit 

(I) ¥(x) = o 



(*) Cette Note est le résumé d'un travail publié en suédois dans les Ofversif^l af Konf^l . 
Vetenskaps^Akade miens Forhanllingar ; 1891. N** 3. Stockholm. 

Fac, de T, — VJI. Cl 



G. 2 I. BENDIXSON. 

une équation irréductible dans le domaine de rationnalité donné, dont les 
racines peuvent s'écrire 



les fonctions ôv désignant des fonctions rationnelles de x et satisfaisant en 
outre à 

Posons 

/(x) = {X — Xi) {x — Oxi) . . ,{x — 0«-»j-|). 

Les coefficients de /(x) peuvent alors s'exprimer en fonctions rationnelles 
de la quantité 

.}^(I^X,)=:{1-X^){£--0X,)...(1^9^-'X,). 

t désignant une quantité indéterminée, et cette quantité 'j' satisfait à une 
équation de degré p. à coefficients rationnels 

(2) l\{x') = [x'-m,x,)'\[x'--^{t,e,x,)],,,[x'^^{t,0^.,x,)'\=.o. 

L'équation (i) de degré [x/i est donc réduite à une équation de degré a 

qui est irréductible (ce que l'on prouve aisément), et à une équation 
abéliennc 

» 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de Tune des racines de 
Téquation F, = o. 

Si l'on savait maintenant que l'une des racines de F, = o pouvait s'ex- 
primer en fonction rationnelle d'une autre de ses racines, celles-ci pourraient 
s'écrire 

«X' M y A **' ly •••• A* X m 



|jLi/«,=z n, 



• • 9 



^(ii,> ^-^'ii»» •••» ^"^ «^(1, 
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OÙ X est une fonction rationnelle telle que Ton ait X^to?', = x\. On pourrait 
donc réduire F, = o à une équation de degré (x, 

et une équation abélienne du degré n^ 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de Tune des racines 
de Fa. 

Dans ce cas on aura donc une fonction rationnelle 0, telle que 

ce qui nous donne 

Mais / est une quantité indéterminée, ce qui fait voir qu'il existe un nombre 
entier a tel que Ton ait 

De l'autre côté, on voit que cette dernière équation a pour conséquence 
ce qui nous donne 

4;(/, ^,x,) =z ^ [•|(^ e,x,)-^ ^(t, e.ox,)-^.. .-h^(i, e,o-^x,)i 

d'où l'on conclut que '^(/, 0,^;,) est une fonction rationnelle de '^(/, x*, ). 
La condition nécessaire et suffisante pour que l'une des racines de 

puisse être exprimée en fonction rationnelle d'une autre de ces racines, c'est 
donc qu'il existe un tel nombre a que l'on ait 

On voit alors que l'équation (2) peut se réduire à une équation abélienne 
de degré «, 
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dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 

laquelle expression est elle-même racine d'une équation 

de degré (jl.^ à coefficients rationnels. 

On prouve maintenant par des considérations tout analogues aux précé- 
dentes que la condition, pour que Tune des racines de F, soit une fonction 
rationnelle d'une autre de ses racines, est qu'il existe des nombres entiers 

a', j5', 0L% !i" tels que Ton ait 

Ces dernières équations constituent en même temps les conditions suffi- 
santes pour que Tune des racines de Fa soit une fonction rationnelle d'une 
autre de ces racines. 

On parvient de cette manière au théorème que voici : 

Étant donnée une équation dont chaque racine peut s'exprimer en 
fonction j^ationneUe OvX, de Vune d'entre elles .r,, si entre les fonctions 
O^.r, les relations suivantes ont lieu 



(3) { O^Ox, =6«v0f'...0Îl,9v^,, 



0v (?v-i^i = 0'^"'0f^ \ . . ^}Z0^x,, 



l'équation donnée se réduit alors à une suite d'équations abéliennes et 
Aie est par conséquent résoluble par radicaux. 
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Jusqu'ici nous n'avons employé que les considérations dont s'est servi 
Abel dans le premier des Mémoires mentionnés, et Ton voit que l'on trouve 
par ces considérations seules la classe la plus générale d'équations réso- 
lubles algébriquement. 

Il nous reste à prouver que l'ensemble des équations (3) forme la condi- 
tion nécessaire pour que l'équation (i) soit résoluble par radicaux. 

Afin d'y parvenir, nous ferons usage des considérations du second Mé- 
moire cité d'Abel. 

Nous avons supposé de l'équation (i) qu'elle est résoluble algébrique- 
ment. Une de ses racines peut alors s'écrire 

où R', . . . , R' désignent les quantités qui définissent le domaine de ration- 
nalité donné et où les quantités V^ satisfont aux équations suivantes 

v^*-?,(ii; R%v,)=:o, 



VÇt- 9^(R', . . . , US v„ . . . , v,,.o = o, 

les ç,, . . . , (fçy ç désignant des fonctions rationnelles de R', . . . , IV et des 
fonctions entières rationnelles de V, , . . . , V^ de degré /?, — i , . . . , /?y — i . 
Je suppose ici que l'on ait adjoint au domaine de rationnalité donné les 
quantités (o,, . . . , co^ qui satisfont à 

0)^"' -h wÇ""' -f- . . . -h G)v H- I = O, 

que l'équation 

\T-?v(R', ...,R%V,, ..., Vv_,) = o 

soit irréductible dans le domaine de rationnalité R', . . . , R% V, , . . . , V.,_ , , 
et que \esp^ soient des nombres premiers. 

En mettant <o^ V^ en ç au lieu de V^, on obtient une nouvelle racine, ce 
qui nous donne 

9(R', . . . , R'; V„ . . . , V^_„ r^,,y^)z=zOc?(iV, . . . , R% V„ . . . , V^_„ V^), 

d'où l'on conclut 

et 
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Formons maintenant 

^{t, a:^) = {t — xi) {i — 0.r^), (^ — ^^-«jr,)-- H(^ H', R', V„ . . . , V,,-,), 

et supposons pour plus de simplicité que V^_, soit réellement contenue 
en H. 

En mettant a)y_, V^_, au lieu de V^., dans les équations ci-dessus, la 

fonction V^ se change en V^ et Ton obtient une racine 

j^j= (?(W, . . . , R*, V,, . . . , w^_, V^_„ V^). 
On aura alors 

Comme 

est différent de '|(^ .r,), il faut que x^ soit une racine différente de tous 
les O^.r,. 

On aura donc 

En mettant 

>'v = II(^R', . . . , RS V,, . . . , ojJ^,Vç-,), v = i, p^_,, 

chaque fonction cyclique de^,, . . . , yp^_^ est indépendante de V^_,. 
L'équation 

(y — V, ) ( j - V, ) . . . {y - yp^_, ) = o 

sera donc une équation abéliennc dans le domaine de rationnalité R', . . . , 
R% V,, . . . , V^_2, ce qui nous permet d'affirmer que 

(4) .^2^^ ^'(j^'lJ R ï • • • » "9 ' l> • • • » ' q-l)f 

X désignant une fonction rationnelle. 
Mais Téquation 

H(.r, R', . .., R% V,, . .., V^_i) — o 

est évidemment irréductible dans le domaine de rationnalité R', . . . , R*, 
V^, . . . , Vy_,, ce que Ton prouve aisément en observant que VÇ^ — o^ est 
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►rnie 

rf5« = (U — V)(^w*-h</^*), 



ucore écrire 



• pour la première fois Tattention de Liouville dans son Mémoire 
: Sur quelques cas particuliers ou les équations du mouvement 
i'iil sHntégrer. M. Sophus Lie a montré qu'il y avait lieu, dans cer- 
nes recherches, de rapprocher de la forme de Liouville une autre forme, 
. savoir 

Supposons que deux surfaces S et S' soient représentables géodésique- 
ment Tune sur l'autre, c'est-à-dire que l'on puisse faire correspondre à un 
point M de S un point M' de S', dans de telles conditions que, lorsque M 
décrit une géodésique sur S, lé point M' en décrive aussi une sur S'. M. Dini, 
qui a étudié ce problème, a trouvé que les d^^ des deux surfaces ont la 
forme de Liouville ; le ds^ de S étant 



(1) Cet écrit est un résumé du Mémoire qui a remporté, en 1892, le prix Bordin. et dont 
l'insertion sera faite au Recueil des Savants étrangers, 

Fac. de r.— M. P.I 



RÉSUMÉ D'UN MÉMOIRE 
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l . Les ds^ de la forme 
que Ton peut encore écrire 

ds^'=:[/{x -h }') — g(x — f)] dx dy, 

ont attiré pour la première fois l'attention de Liouville dans son Mémoire 
célèbre : Sur quelques cas particuliers où les équations du mouvement 
peuvent s^intégrer. M. Sophus Lie a montré qu'il y avait lieu, dans cer- 
taines recherches, de rapprocher de la forme de Liouville une autre forme, 

à savoir 

ds^ = [f{x)y-^g{x)]dxdy. 

Supposons que deux surfaces S et S' soient représentables géodésique- 
ment l'une sur l'autre, c'est-à-dire que l'on puisse faire correspondre à un 
point M de S un point M' de S', dans de telles conditions que, lorsque M 
décrit une géodésique sur S, le point M' en décrive aussi une sur S'. M. Dini, 
qui a étudié ce problème, a trouvé que les ds^ des deux surfaces ont la 
forme de Liouville ; le ds^ de S étant 



(*) Cet écrit est un résumé du Mémoire qui a remporté, en 1892, le prix Bordin, et dont 
l'insertion sera faite au Recueil des Savants étrangers, 

Fac, de T.— \\. P.I 
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celui de S' a la forme 

Vu \)V\T vj' 

il suit de là que tous les ds^ compris dans la formule générale (*) 



_/ a^L'-h^^ a'\-^b'\( du* dv* \ 

^^-\a[]-i-b aV ^b )\a{}^ & aV-^b) 



conviennent à des surfaces géodésiquemenl représenlables les unes sur les 
autres, pourvu que «, b, a\ b' désignent des quantités constantes. 

Mais un cas avait échappé à M. Dini. La démonstration de son théorème 
repose, en efTet, sur ce beau théorème de M. Tissot (*), en vertu duquel : 
»S/ ron rtablit une correspondance ponctuelle entre deux surf aces S, S', 
il y a un réseau orthogonal tracé sur S et un seul qui admet pour image 
sur S' un autre réseau orthogonal. 

Ce réseau est celui qui, dans les formules précédentes, est représenté 

par les équations 

Mzzrconst., r = consl. 

Or le théorème de M. Tissot peut tomber en défaut dans certains cas. 

Si, en efTet, la transformation ponctuelle est conforme, c'est-à-dire si 
les lignes de longueur nulle des deux familles se correspondent, tout ré- 
seau orthogonal tracé sur S a pour image sur S' un réseau orthogonal. Je 
dois dire cependant que cette circonstance ne suffirait pas pour infirmer le 
théorème de M. Dini. 

Mais il se peut, et c'est là Torigine du cas omis par M. Dini, il se peut 
que la transformation ponctuelle soit demi-conforme y c'est-à-dire qu'une 
seule des fcimilles de lignes de longueur nulle tracées sur S ait pour image 
sur S' une famille analogue. Alors le théorème de Dini n'est plus vrai et au 
lieu de la forme de Liouviile, c'est la forme de M. Lie qui intervient; les 
deux ds^ possèdent la forme de Lie. 

2. La forme de Liouviile et celle de M. Lie interviennent encore dans 



(•) Ces ds^ forment ce que j'appelle une fantitte de Dini. 

(*) Pour ce qui concerne ce théorème de M. Tissot, et d'autres questions de la théorie des 
^éodésiques que je suppose connues du lecteur, on pourra consulter le Mémoire de M. Lie 
sur les li*;nes géodésiques inséré au Tome XX des Math. Annalen, et le Tome III des Le- 
cons de M. G. Darbou\. 



SUR LES LIGNES GÉOnÉSIQCES. P. 3 

un autre problème traité pour la première fois par M. Massieu, le [u-o- 
blème des géodésiques qui possèdent une intégrale quadratique par rapport 
aux vitesses. 

Supposons le ds^ donné sous la forme 

ds^ =: X dx dy, 

[^'équation dont Jacobi fait dépendre les géodésiques aura la forme 

0) ?=., 

011/7, q sont les dérivées partielles en x^ y de la fonction de Jacobi. Soit 
rintégrale quadratique 

il faut que, p, q étant tirés de Téquation (i) et de l'équation (2\ l'expres- 
sion 

p dx -h q dy 

soit une différentielle exacte pour toutes les valeurs de la constante ^. La 
condition d'intégrabilité donnera 

(]ettc équation homogène et du troisième degré en />, q doit avoir lieu 
identiquement. 

En égalant à zéro les coefficients de /?% p^q^ pq^^ <jr', on trouve 



• 


dk âC 

Or ^' ôx ^' 




a âh I dC aB dl aC âl 

l dx '^ l'ây ^ X» dx "^ /* ()y ^' 




2 âl\ I Ok 2 k âl aB dl 

l ây'^î âx'^ i* âx "^ >.« ôy ''' 


On a d'abord 






A -= X foiiclion de .r. 




B Y - fond ion de^-, 
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et il vicnl ensuite 



ojc oy 

a Y ox 

(Fou 

Ecrivons que l'expression sous le si^e / est une différentielle exacte et 
nous trouvons 

(D) 2X^^+3X'|^-*-X'X = 2YÇ^-h3Y'^-f-Y"X. 

ox^ ox av^ oy 

Cette équation, d'après une remarque de M. Darboux (t. II des Leçons, 
p. 209), exprime, lorsque X, Y ne sont pas nuls, que les variables 



x' = 



J s/\ ^ J V Y 



font prendre au ds^ la forme de Liouville. 

Si au contraire X (ou Y) est nul, par exemple X = o, les variables 



y v/Y 



x'=x, y 

font prendre au ds^ la forme de Lie. 

Si X, Y étaient nuls en même temps, on aurait 

A = o, B=io, — aBX = consi., 
et ç ne différerait que par un facteur constant de l'intégrale des forces vives 

X "*• 

On voit donc que, X étant donné, à chaque couple (X, Y) de solutions 

de réquation (D) de M. Darboux correspond une intégrale quadratique et 

même une seule, car ajouter à — 2BX une constante, ainsi que le permet la 

quadrature, revient à ajouter à Tintégrale (f le produit de l'intégrale des 

!R par une constante, résultat qu'on pouvait prévoir. 
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3. M. Darboux a fait la remarque que si (X, Y)(X% Y®) sont deux 
couples de solutions de (D) il en est de même du couple 

(aX-f-6X% aY-^bY% 

où a, b sont deux constantes arbitraires. Cela résulte de la forme linéaire 
de l'équation. 

Il résulte encore de la forme linéaire des formules qui donnent A, B, C, 
coefficients de l'intégrale ç, que si p, ç® désignent les intégrales correspon- 
dantes aux couples (X, Y), (X®, Y"), l'intégrale correspondante au couple 
(aX -f- &X% a Y ^ 6 Y») sera 

L'intégrale qui correspond à ce nouveau couple (aX -f- 6X**, a Y -+- 6 Y") 
n'est donc pas indépendante des deux intégrales ç, (p®. 

Ceci amène naturellement à distinguer entre les couples de solutions de 
l'équation (D). Les couples de solutions (X, Y), (X% Y«), (X«% Y""), . . . 
seront dits indépendants si l'on ne peut pas trouver de constantes non 
nulles K, K', K**", . . . donnant lieu simultanément aux identités 

KX -f- K'^ X^ -4- K^^X^'^ -^ . . . = o, 
KY 4- K« ¥<> -h K*»» Y<^« -+-... = o. 

Dans le cas où, au contraire, une telle identité aurait lieu, un des couples 
proposés se déduirait linéairement des autres, et l'intégrale quadratique 
correspondante serait une fonction linéaire des intégrales quadratiques qui 
se tirent des autres couples. 

Si (X, Y), (X% Y»), (X«% Y««), . . . sont indépendants, les intégrales 9, 
ç", 9®®, . . . seront aussi linéairement distinctes, car si une expression de la 
forme 

pouvait se réduire à l'intégrale des forces vives, il faudrait que les coeffi- 
cients de p^j g^ y fussent nuls, c'est-à-dire qu'on devrait avoir 

KX-+- K^X'^-i- Ko«X««+. . .mo, 
KY -h K« Y'^ 4- K»'^ Y«« -+-. ..=10, 

et les couples de solutions ne seraient pas indépendants. 



P.O KCEMGS. 

Ainsi à m couples indépendants de solutions correspondent m intégrales 
cpiadraliques indépendantes linéairement- 

Le problème que j'ai traité et résolu est le suivant : 

Troiii'cr tous les ds^ qui admettent pour leurs géodésiques plusieurs 
intrgrales quadratiques indépendantes. 

Tous les ds^ d'une même famille de Dini admettent le même problème 
des fj^éodésicjues, c'est-à-dire que les mêmes équations représentent les géodé- 
sicpies pour tous ces ds^. On voit donc que si un ds^ d'une famille de Dini 
possède exactenieat ni intégrales quadratiques pour ses géodésiques, il en 
est de même de tous les autres ds^ de la famille. 

1 . Des calculs directs, que Ton trouvera développés dans le Mémoire que 
je résume ici, m'ont permis d'établir les faits suivants. 

I® Si un ds'^ admet pour ses géodésiques plus de trois intégrales quadra- 
ticpies en dehors de celle des forces vives, il en possède exactement cinq et 
sa courbure est constante. 

Il n'y a donc i)as de ds^ dont les géodésicjues possèdent exactement 
quatre intégrales quadratiques. 

'2® Si un ds'^ admet pour ses géodésiques trois intégrales quadratiques 
indépendantes exactement, il convient à des surfaces de révolution. 

M. Darboux, cbercliant les ds^ de révolution qui, outre l'intégrale li- 
néaire qu'ils possèdent normalement (comme ds^ de révolution), possèdent 
encore une intégrale quadratique pour leurs géodésiques, a trouvé que 
ces ds'^ possèdent en réalité deux intégrales quadratiques qh sus de leur 
intégrale linéaire. Si Ton joint le carré de cette inlégrale linéaire aux deux 
intégrales quadrati(|ues, on voit que les ds^ de révolution de M. Darboux 
possèdent ^/^ /a/7 //^o /.y intégrales quadratiques indépendantes. Nous n'avons 
<lonc fait qu'établir la récipro(|ue de ce théorème de M. Darboux; ses ds^ 
sont les seuls (|ui admettent trois intégrales quadratiques exactement. 

Ici se placent plusieurs remarques. 

Si un ds^ d'une famille de Dini a sa courbure constante, il en est de même 
de tous les autres, car ils admettent tous cinq intégrales quadratiques. 

Si un ds^ d'une famille de Dini convient à une surface de révolution, il 
en est de même de tous les autres. Rîiison analogue. La première de ces 
remarques revient à la célèbre proposition de Beltrami, d'après laquelle les 
surfaces à courbure constante sont représentables géodésiquement les unes 
sur les autres à l'exclusion de toute autre surface. 
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Les ds^ de révolution de M. Darboux prêtent à une remarque analogue. 

Je prouve, en effet, qu'ils conviennent à des surfaces qui sont toutes re- 
présentables géodésiquement les unes sur les autres. 

En sorte que Ton peut dire que, de même qu'il n'y a qu'w/i seul problème 
de géodésiques qui admette cinq intégrales quadratiques en dehors de 
celle des forces vives (les géodésiques des surfaces de courbure constante ), 
il n'y a de même qu'w/i seul problème de géodésiques qui admette exacte- 
ment trois intégrales quadratiques (les géodésiques des ds^ de révolution 
de M. Darboux). 

11 est fort remarquable que, dans son beau Mémoire du tome XX des Ma- 
ihematische Annalen, M. Lie soit passé fort près de ce théorème. Il en a 
démontré toutes les parties, sauf une, omission qui ne lui a pas permis 
d'arriver au théorème général. 

5. Je ne terminerai pas les considérations qui concernent ces ds'^ de révo- 
lution sans mentionner la détermination nouvelle extrêmement simple de 
ces ds^ au moyen des principes précédents. 

Si l'on suppose que le ds^ proposé ait la forme 

et que (X, Y) soit un couple de solutions de l'équation (D), où l'on fait 

on voit que, le dsnc changeant pas si l'on remplace x, y par x-h h^y -h /i^ 
les fonctions 

constituent encore un couple de solutions de (D). Donc 

h ' — ^ h - 

constituent aussi un tel couple et, par suite, en prenant le cas de h infini- 
ment petit, on reconnaît que X'(x), Y' (y) constituent un nouveau couple 
de solutions. 

On en peut conclure que 

(X,Y), (X,Y'), (X%Y*), ... 



p. 8 KOENIfiS. 

sont autant de couples de solutions de l'équation (D) dans ce cas. On 
constate aussi que (i, i) est également un couple de solutions. Mais le ds^ 
ne possédant que trois intégrales quadratiques indépendantes, par hypo- 
thèse, les couples 

(1,1), (X,Y), (X',Y'), (X%\-) 

ne peuvent être indépendants. On a donc deux relations de la forme 

«X'-+-6X'4-cX-hrf = o, 
aY"4-^VH-cY-he/izzo. 

La discussion de ces équations linéaires à coefficients constants est des 
plus simples et conduit, presque sans calculs, à la détermination complète 
de toutes les formes de révolution 

g{^ — y) dx dy 

qui admettent trois intégrales quadratiques pour leurs géodésiques. Le 
Tableau I fournit tous les types de révolution ainsi obtenus (*). 

6. Toutes les difficultés du problème étaient concentrées sur la déter- 
mination RiGOCREisE de tous les ds^ qui admettent pour leurs géodésiques 
exactement deux intégrales quadratiques en dehors de celle des forces 
vives. Je dis rigoureuse^ car un principe simple publié par moi dans les 
(^omptes rendus en i88() permettait de déduire des solutions déjà connues 
de nouvelles solutions. Que ces solutions fussent les seules solutions du 
problème, on pouvait le conjecturer, j'oserai même presque dire le 
souhaiter, tant était considérable la complication des calculs directs; mais 
conjecturer n'est rien en Géométrie, prouver y est tout. 

Si un ds^ admet pour ses géodésiques une seule intégrale quadratique en 
dehors de celles des forces vives, il ne possède pas forcément la forme de 
Liouville; la forme de Lie peut, en efTet, se substituer à cette forme. Mais, si 
le nombre des intégrales quadratiques est au moins deux, des formes de 
Liouville sont alors assurées au ds^. Il était donc naturel de prendre pour 
point de départ une de ces formes de Liouville supposée connue. 

Je prends en conséquence le ds^ sous la forme 

ds' = [\,{x,)^Y,(y,)]dxdy, 

m 

ouvera les Tableaux à la fîn du présent Mémoire. 
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OÙ 

L'équation de M. Darboax acquiert ainsi la forme suivante 

(D') (X'-yo(x,-y,)+-|.(X'-yox;--^(X'4-yoy;-+-(x-Y)(x^j-y;)=o. 

Cette équation admet normalement le couple de solutions (i, i) qui fournit 
précisément l'intégrale quadratique afférente à toute forme de Liouville. 
L'existence d'une autre intégrale quadratique exige l'existence d'un autre 
couple (X, Y) de solutions de l'équation (D). Le changement de variables 



-/^5' y=f% 



fera passer ( * ) du type de Liouville à un autre ; pour ce motif, j'appelle X, Y 
des coefficients de transformation du ds^. 

Il est clair que si (X, Y), (X®, Y®), .. . sont des couples de coefficients 
de transformation d'un ds^^ les expressions 

a -f- 6X -4- cy^''-^-. ... a -h 6 Y H- cY^-+- . . . 

constituent un nouveau couple de coefficients de transformation. Si le ds^ 
possède m intégrales quadratiques, l'équation (D') admet, outre le couple 
(1,1), (m — i) autres couples formant avec (i , i) un système de m couples 
indépendants, et le changement de variables le plus général qui amène la 
forme de Liouville sera défini par les quadratures 

dx , r civ 



J v^a-f-ôX-i-cX^H-...' ^ 7 V^ 



-f-6Y4-cY«4-... 



J'appelle type essentiel le type de Liouville le plus général que l'on 
obtient de la sorte et variables essentielles les variables 3cf ^y' . 

Pour certaines valeurs par* tic ulièr es des constantes a^ b^ Cj ... la forme 
de Liouville que les variables x\ y' font prendre au ds'^ peut fort bien 
avoir un aspect analytique différent du type essentiel. J'appelle types sin- 
guliers les types de Liouville que l'on obtient ainsi. 

(<) Gela ne serait plus vrai si Tune des fonctions X, Y était nulle. 

Fme, de T. ^ VJ. P. 2 
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Par exemple, dans le Tableau II qui comprend toutes les formes de 
Liouville à courbure constante non nulle, le premier type est la forme 
essentielle, les autres ne sont que des formes singulières. 

De même dans le Tableau III, qui comprend les formes de Liouville à 
courbure constante nulle, le premier type est seul essentiel. 

Nous avons formé dans le Tableau IV tous les types essentiels des ds^ de 
révolution. 

Le Tableau V offre au contraire tous les types singuliers correspon- 
dants. 

7. Ici une remarque s'impose. Si Ton se plaçait, non plus au point de 
vue du nombre des intégrales quadratiques indépendantes, mais au point 
de vue du nombre des formes de Liouv^ille distinctes qu'un ds^ peut rece- 
voir, il est clîiir qu'on se placerait dans une position entièrement fausse. 

Voilà, par exemple, les ds^ de révolution dont IV^ est le type essen- 
tiel, qui ont cinq formes de Liouville bien comptées d^aspect différentj 
tout comme les ds'^ de courbure constante non nulle; la classification 
défectueuse dont je parle placerait donc à côté Tune de l'autre ces deux 
espèces de ds'^ qui possèdent des propriétés si diverses et disjoindrait les 
types de révolution, qui en fait sont si étroitement unis qu'ils ont, comme 
je l'ai dit, le même problème de géodésiques. La classification la plus 
rationnelle est celle quia pour base la considération des intégrales quadra- 
tiques. 

8. J'arrive actuellement au principe auquel j'ai fait déjà allusion et qui 
permet de déduire des solutions nouvelles d'une solution connue. 

L'équation (D') est symétrique. Elle exprime tout aussi bien que X, Y 
est un couple de coefficients de transformation du ds^ 

et que X,, Y, est un couple de coefficients de transformation du ds^ 

J'appelle réciproques (*) ces ds^ qui se correspondent d'une manière si 
curieuse. 



(*) Celte remarque et toutes ses conséquences ont été publiées par moi en octobre 1889 
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J'appelle également réciproques les surfaces qui admettent deux ds^ 
réciproques. 

Les surfaces réciproques jouissent d'une propriété remarquable d'après 
laquelle les géodésiques de l'une ont pour images sur l'autre des coniques 
géodésiques au sens que M. Dini a attribué à ce nom {voir Dauboix, 
Leçons y t. III). 

Si un ds^ admet des coefficients de transformation (X, Y), (X", Y**), 
(X®", Y'®), . . ., il possède une infinité de réductions au type de Liouville 
et, par suite, il existe une infinité de ds^ de Liouville qui sont réciproques 
chacun à une forme de Liouville équivalente au ds^ proposé. L'ensemble 
de tous ces réciproques est contenu dans une formule unique que le prin- 
cipe de réciprocité suffit à rendre intuitive, c'est la suivante : 

/ ,/-^//\-^-c.^ \o■4-... ^ ^'j:_^'_Yjt^'^'"±ii:\ / ^ ^iL \ 

Il est naturel d'appliquer cette méthode aux ds^ à courbure constante 
nulle ou non nulle. Il suffit pour cela, sans même recourir à la formule que 
nous venons d'écrire, d'appliquer le principe à tous les éléments des 
Tableaux II et III. Nous avons ainsi formé le Tableau VI des réciproques 
des formes à courbure constante nulle et le Tableau VII des réciproques 
des formes à courbure constante non nulle. 

La dernière forme VI^ du Tableau VI est de révolution, mais les autres 
n'admettent généralement que deux intégrales quadratiques. Nous disons 
généralement, parce que, pour certaines valeurs des constantes, les 
formes du Tableau VI, comme aussi celles du Tableau Vil, reproduisent 
des formes des Tableaux précédents, c'est-à-dire des formes de révolution 
ou à courbure constante. Il y a même lieu d'observer que toutes les formes 
des Tableaux I, II, III, IV, V sont comprises comme cas particuliers dans 
les Tableaux VI ou VIL 

Mais, tant que les constantes n'ont pas ces valeurs spéciales, les ds^ des 
Tableaux VI (sauf VI^) et VU n'admettent que deux intégrales quadra- 
tiques : ce sont donc des solutions nouvelles du problème. 



au\ Comptes rendus de V Académie des Sciences. Depuis, en janvier 1891, j'ai déposé à 
TAcadémie un pli cacheté contenant tous les Tableaux qui accompagnent le travail actuel, 
ainsi que la méthode qui me permet d^établir la généralité des résultats. Par contre, 
ce qui a trait au problème de M. Lie n'a élé l'objet d'aucune Communication antérieure, sauf 
celle du 26 novembre iSg-î à la Sociélé Pliilomalliique. 
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9. La question qui se pose naturellement à cet instant est la suivante : 
Quels sont parmi ces nouveaux types ceux qui sont essentiels et quels sont 
les types singuliers? La réponse est des plus simples. 

Tous les types du Tableau VI (on met VI^ à part) sont singuliers; tous 
les types du Tableau VII sont essentiels : ce sont les types essentiels des 
types du Tableau VI. 

Nous supposons, bien entendu, qu'on établit une concordance entre les 
constantes des ds- du Tableau VI et celles du type essentiel correspondant 
du Tableau VIL 

Par exemple, le type VI,, qui est singulier et qui s'écrit 



a cos : — h o a' cos — h /> 

•1 -1 



sm* — sur '- 

2 2 



dxdy. 



admet le type essentiel 
où Ton a 

Lo = — ^ — ^^ Li = rtf — 6, Lj — — a' H- b\ La =: a' -+- b'. 

Voici, du reste, quelle est la correspondance entre les types des Tableaux 
VI et VIL 

Le type VU, admet le seul type singulier VI,. 

Le type VII.j admet deux types singuliers VL, et VI^. 

Le type VU., admet le seul type singulier VI,. 

Le type VII.^ admet le seul type singulier VI-. 

Enfin le type VU. n'admet aucun type singulier, fait bien curieux qui 
est à rapprocher de ce fait tout opposé que le type IV, de révolution pos- 
sède quatre types singuliers. 

Je ne mentionnerai qu'en passant les calculs auxquels donne lieu la 
démonstration de ces divers faits, calculs qui offrent d'élégantes applica- 
tions des formules de la théorie des fonctions elliptiques. 

Si Ton applique aux ds^ de révolution des Tableaux IV, Vie principe de 
réciprocité, on reproduit ces ds^ eux-mêmes; cependant, si l'on envisage 
les types du Tableau I, lesquels se trouvent naturellement reproduits dans 
le Tableau V, on trouve pour leurs inverses des rf^ç- du plan. 
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Le principe de réciprocité se trouve donc épuisé et Ton ne peut plus 
rien en attendre. Mais, et c'est là la question précise qui constituait toute la 
difficulté du problème, cela n'est pas surprenant : V emploi du principe 
de réciprocité nous a tout donné. 

10. Avant de passer à l'indication de la méthode qui me permet d'établir 
rigoureusement cette proposition, je veux indiquer une application du prin- 
cipe de réciprocité. 

Nous ne nous sommes pas préoccupés des ds^ qui admettent des formes 
de Lie. Nous avons bien vu que tout ds^ qui possède plusieurs intégrales 
quadratiques admet des formes de Liouville, mais rien n'empêche qu'il 
admette en même temps des formes de Lie. Il faut et il suffit pour cela 
qu'il admette une forme (F) dont un des couples (X, Y) de coefficients de 
transformation contienne une fonction nulle, par exemple Y = o. Mais 
alors la forme (F) sera réciproque à la forme de révolution 

Ici deux cas à distinguer : 

Si Xrfj?, rfvi a une courbure variable, cette forme est l'une de celles du 
Tableau I, et nous venons de dire que les formes du Tableau I ont pour 
réciproques des formes de courbure nulle. Nous obtenons donc d'abord 
pour (F) toutes les formes à courbure nulle. 

Si, au contraire, IL^dxdy ^ une courbure constante, la forme réciproque 
(F) sera l'une de celles des Tableaux VI ou VIL 

11 faut donc chercher dans VI, VII les formes (F) qui ont un couple de 
coefficients de transformation comprenant une fonction nulle. On peut se 
borner à rechercher les types essentiels, c'est-à-dire qu'on peut se borner 
à chercher dans le Tableau VIL Nous trouvons ainsi les types VII, et VIL^. 
Si nous avions cherché dans VI, nous n'aurions trouvé que VI3, type sin- 
gulier de VII,. 

11 . J'arrive actuellement à la démonstration de la proposition qui consiste 
en ce que les Tableaux précédemment formés contiennent toutes les solu- 
tions possibles de ce problème : Trouver tous les ds^ dont les géodésiques 
possèdent plusieurs intégrales quadratiques. 

La question se ramène à cette question d'Analyse : Trouver toutes les 
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solutions de V équation 

• (X, - v,)(X'' - Y") + ^(\\ - y;)X' 

(in { 

- — (\; + y; ) V -f- (\ - Y)( x; - y; ) == o. 

Abel, dans un Mémoire inséré au tome I de ses Œuvres^ intitulé : Mé- 
thode générale pour trouver des fonctions d' une seule quantité variable^ 
lorsqu^ une propriété de ces fonctions est exprimée par une équation 
entre deux variables^ s'est occupé de ce genre d'équations. 

Etant donné une équation telle que (D'), il faudra former suivant Abel, 
par voie de différentiation et d'élimination, une équation différentielle ne 
contenant plus que l'une des fonctions; il faudra intégrer cette équation 
(E), transporter son intégrale générale dans(D') et s'efforcer de déter- 
miner les constantes arbitraires qui y figurent de manière à l'adapter à 
l'équation (D'). Ainsi, après avoir dû chercher l'intégrale générale de (E), 
on n'aura, le plus souvent, à utiliser qu'une solution particulière de cette 
équation. On risque, en conséquence, de compliquer le problème en s'im- 
posant l'intégration de (E). Il se peut qu'on ne puisse trouver l'intégrale 
générale de (E) et que cependant la proposée (D') puisse être intégrée. 
Enfin la méthode d'Abel conduit sou\ent, et c'est ici le cas, à des calculs 
compliqués qui la rendent impraticable. 

Je me suis donc vu forcé de demander à d'autres principes les moyens de 
parvenir au résultat. La théorie des fonctions m'a été du plus grand secours. Je 
développerai ailleurs la théorie générale qui est sortie de mes recherches(*)- 
Jo me renfermerai ici dans les limites du problème qui nous occupe. 

12. Je prouve d'abord que les fonctions X, Y, X,, Y, sont des fonc- 
tions de leurs arguments respectifs, uniformes dans tout le plan, n'ayant à 
distance finie d'autres singularités possibles que des pôles. 

Je prouve ensuite que tout pôle de l'une quelconque de ces fonctions est 
forcément double et à résidu nul. C'est-à-dire que, dans le domaine d'un 



(^) Dans la séance du i3 février 1892, j'ai communiqué à la Société Philomathique une 
fkMwuMitlAii^ «énérale concernant les équations fonctionnelles, et j'ai fait connaître la grande 

kéorie générale des fonctions dans ce genre d'équations. C'est dire que dés 
ts principes essentiels de ma méthode générale n'étaient un mystère pour per- 
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pôle a, la fonction X, ptir exemple, est de la forme 

4 

fonction entière. 



(JL- — a)- 



Je montre aussi que, si a est un pôle de X, les fonctions X, , Y, vérifient 
la relation 

en sorte que 

Il en résulte aussitôt (jue, si a, b sont deux pôles de X, (a — 0)\'i est 
une période deX,, Y|. 

Les pôles de Y possèdent des propriétés analogues, et enlin les pôles dv 
X,, Y, fournissent des résultats identiques pour les X, Y. 

Signalons en particulier ce fait : si zéro est un pôle de Y, les fonctions 
X^(z)^ y^(z) sont égalcs ; donc, dans tous les cas où Y aura un pôle, il suf- 
fira de changer y en y -f- A*, ce qui est sans importance, pour donner au 

(Is^ la forme 

[F(^--^7)-F(^-v)]r/.r<v. 

Mais le fait le plus saillant est le suivant : 

Si a, bj c sont trois pôles de l'une quelconcjue des quatre fonctions cl 

si le rapi)ort 

b-a 

c — a 

n'est pas un nombre réel commensurable, les fonctions X, Y, X,, Y^ sont 
doublement périodiques. Il est alors très aisé de trouver la forme générale 
que doivent avoir ces quatre fonctions et de reconstituer ainsi les solu- 
tions doublement périodiques que Ton voit figurer dans les Tableaux. 

13. Restent les autres cas, où pour tout système de pôles d'une des fonc- 

ij ^ 

tions le rapport _ est un nombre commensurable; car, pour ce qui est 

du cas où X, Y auraient moins de trois pôles, je fais voir que tout coefficient 

de transformation relatif à une forme essentielle possède sûrement au moins 

un pôle, à moins d'être constant; que s'il n'en possède qu'un il a la 

forme 

A .. 

et que dans tout autre cas il en possède au moins trois. 
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.le (lôtennino cMisuilo la forme générale (jiie peut avoir dans cette hypo- 
thèse le coefficient de transformation d'une forme essentielle, et je trouve 
«jue, outre le type déjà trouvé, on a seulement le suivant 

A cos - -T- B 

'1 -^c. 



sni- - 
a 



Vax résumé, tout coefficient de transformation d'un type essentiel a Tune 
de ces formes 

. A cos — ^ \\ 

A, v:i-^l^' ^C. 

sni^ — 
a 

J'ohserve d'ahord (jue le cas d'un coefficient de transformation constant 
peut élre écarté, car le ds^ est alors réciproque d'un ds^ de révolution et 
iHMis possédons dans les Tahleaux tous les ds*^ de cette sorte. En ce qui 
concern*» les deux autres cas, on peut toujours, en changeant, s'il y a lieu, 
.r a en .r, supposer cpie i est un pôle pour X et pour Y; le ds^ a alors la 
forme 

»'l la foiu*tion F est paire. 

Soieni, dans ces ccmdilions, ?(a?), iCx) un couple de coefficients de 
iransformalion du </,y^. Eu égard à la parité de la fonction F, le ds^ ne 
change pas si Ton échange J^et y; donc ?(/)• 4'('^) constituent encore un 
rouph» de coefficients de transformation du ds^. 

( )n a donc, si Ton écarte les t/^^qui admettraient plus de deux intégrales 
piadraliffues, car on les a déterminés directement (*), 



( 



r'est-à-dîrc 

4;(s) = «9(5)4-13. o(5) = avK5)4-;3, 

f*e qui exige que 

a' = i, (a4-i)P = o. 

Lu caH de a = — I ne donne rien. 



(I) Lo méthode s'étendrait aussi aux. dtl^ de révolution; mais j'ai cru inutile de revenir 
hur luur détermination. 
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(le la foriiK* 

yz -h 

Si Cm(u) a SOS racines dislincles, on pourra ramener G(u) à la forme 
canonique de Weierslrass et obtenir le type VII,. On aura le type VIIj 
si ré(|uation a doux racines égales; le type VII3 si G (w) est carré parfait; le 
lypo VII^ si Cx(u) a un diviseur cubique, et enfin le type Vll;^ si G(w) est 
une puissance quatrième exacte. 

.rajouterai que, en toute hypothèse, si F et G ont un diviseur commun 
du second degré, le ds^ convient à une surface de révolution, et à une sur- 
face à courbure constante si F et G ont en commun un diviseur cubique. 

Ceci posé, il est clair que les ds^ de la famille de Dini 

., r F(//) F(r) 1 r du^ di>* 1 

"" li\(u)-hk¥(u) G(i')-4-A-F(r)Jl_G(//)-+-A-F(//) G(r) -h A-F(r)J 

ont tous le même problème de géodésiques que le ds^ proposé que je 
représente par E©, tandis que E^ sera Télément général de la famille. 

Or, si Ton exclut le cas où G(w) et F(w) auraient en commun un facteur 
carré (cas où le d.s^ serait de révolution), on voit que G(//)-+- /iF(w) aura 
généralement ses racines inégales, c'est-à-dire que VU, sera le type essentiel 
de E;^. On a donc ce théorème : 

Tout ds^ qui admet deux intégrales quadratiques exactement pour ses 
géodésiques est représentable géodésiquemçnt sur un autre qui est dans 
le même cas et qui est réductible au type VII ^ . 

On voit même que VII, est le type essentiel de l'élément général d'une 
famille de Dini de ds^ qui admettent exactement deux intégrales quadra- 
tiques. 

On sent encore là se poursuivre cette extension du théorème de Bellrami 
que nous avons constatée dans les ds^ de révolution. Tous les ds^ qui 
admeUent deux intégrales quadratiques admettent même problème de 
géodésiques quW ds^ d'un type déterminé VII, ; mais ici ce type contient 
des constantes qui varient d'un type à l'autre, 

■ 

15. Pour ce motif j*ai fait du type VII, une étude particulière, et je suis 

le concerne à quelques résultats dignes d'intérêt. Écri- 
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vons ainsi ce ds'^ 

ds^—ASo-^ BS,-h CSjH- DS5, 

où je fais, pour abréger, 

So= [p{x -h Y) — p{a: -- y)]dx dr, 
Si=[p(.ï*4-7-hco/) — jr^(a?— V-+- (.ii)]dxdy. 

Les coefficients A, B, C, D sont ce que j'appelle les im^arianls du ds^. 
Le ds^ reste identique à lui-même si Ton fait varier le module des fonctions 
elliptiques, en conservant les invariants. 

Il reste identique à lui-même si Ton permute de toutes les manières les 
quantités A, B, C, D, en sorte qu'avec une même fonction elliptique le ds^ 
peut prendre de vingt-quatre manières la forme VII,. 

Ainsi les ds^ 

ASo4-CS,-^BS,4-DS3, 

DSo -h ASi 4- DS, H- es, 

sont autant de formes différentes du même ds^. 

Les relations avec le type singulier sont extrêmement simples. 

Le type singulier est, en effet, en conservant à A, B, C, D leur significa- 
tion précédente, 

- A ) cos ^-^=^' H- ( B -+- A ) ( D - C) cos '^^-^^ 4- ( 

'dxdw 





2 sm* — 2sin' — 



Ce qui, avec un léger changement de notation, s'écrit encore 

B C 1> \^ ^ 

H ; -i ^ ; \ dx dy. 



sm* =- cos* =— cos' — sm* - 



1 1 '2 



En permutant A, B, C, D de toutes les manières, le ds^ reste identique à 
lui-même, en sorte que le type singulier VI ^ peut être atteint de vingt- 
quatre manières comme toute forme elliptique dans le type VII,. 

On doit donc regarder comme entièrement défini un ds^ du type VII, , si 
Ton connaît ses quatre invariants A, B, C, D, abstraction faite de toute 
relation d'ordre entre ces quatre invariants, qui entrent symétriquement 
dans la conception du ds^. 
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Le d^^ étant donné sous la forme 



LG(//) G(i^)J[G(«) G(r)J 



les invariants se calculent sans peine : a, 6, c, d étant les racines de G(tt) = o, 
ils ont pour expressions 

., F(«) . F(^) ^ F(c) . F(^) 

^NTm"^)' '^(1^6)' '^ÏT^Ô' '^(T^' 

ce qui permet d'écrire d'emblée les formes VII, et Vï, du ds^. 

Nous avons ainsi le moyen de reconnaître Tidentité de deux ds^ donnés 
chacun par deux polynômes F, G. 

Les invariants interviennent encore dans la forme que M. Darboux a 
donnée dans ses Leçons au type de ds^ que nous considérons. 

(considérons en effet le ds^ 

,r_ A n __Ç ÎL_"U 'd ' 

la transformation a;'=tang-, y'=tang^ suffira pour le ramener à la 

forme 

B D A G \ . . 

-i ; H \ dx dy. 



sm* '^- cos* — sin* '— cos* — 

2 2 2 2 

Le ds'^ ci-dessus est donc réductible au type VU, et A, B, G, D sont ses 
invariants. Mais on voit de plus que, si dans la formule 

,r__A B_ __G ^—J\d d 

''l{x-\-yY (jT-yy-^ ^i-jt-yf (i^xyr] -^ ^ 

on permute A, B, C, D de toutes les manières possibles, le ds^ ne changera 
pas; on constate aisément que ces permutations reviennent à un groupe de 
substitutions hnéaires effectuées sur les variables x^ y. 

Interprétées sur le type VII,, ces substitutions fournissent un exemple 
des transformations du premier degré dans les fonctions elliptiques. 

Nous retrouverons un emploi fort élégant des invariants à propos du 
problème de M. Lie. Mais, avant de passer à ce problème, je voudrais dire 
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un mot d'une représentation remarquable sur le plan des lignes géodé- 
siques qui possèdent deux intégrales quadratiques. 

16. Les lignes géodésiques du ds^ 



ICm(u) G{v)\lG(u) G(i')J 



ont pour équation finie 

r du r dv 

où a, 6 sont les deux constantes d'intégration. Comme F(u), G(w) sont 
des polynômes du quatrième degré, on est donc ramené à l'équation d'Ku- 
ler. 

Soit la conique représentée dans un plan quelconque par l'équation 

on vérifie cette équation en posant 

OÙ / est un paramètre arbitraire. La tangente au point / de la conique a 
pour équation 

Si d'un point X, Y, Z on mène deux tangentes à la conique, les para- 
mètres /, /' des points de contact seront racines de Téquation précédente; 
on aura donc 

Z _ Y X 

I ~~ i-\-i' ~ u'' 

On peut dès lors substituer, avec M. Darboux, les coordonnées /, /' aux 
coordonnées X, Y, Z d'un point. Une équation entre /, /' représente une 
courbe; en particulier, l'équation la plus générale en /, /' symétrique par 
rapport à ^, /', du second degré en / et de second degré en /', correspond à 
la conique la plus générale. 

Si 

AX*-+- A'Y*4- A''Z^4- 2BYZ 4- 2B ZX 4- 2IV XY = o 



P.2Î ' KCENFGS. 

fls^ est de révolution, et que sa courbure est constante si les coniques du 
réseau touchent trois droites fixes. 

(^ette dernière proposition comprend le théorème de M. Beltrami, car 
l<\s coniques inscrites dans un triangle X = o, Y = o, Z = oont pour équa- 
tion 

l\-\ -f m \f\ - n v7. — o; 

il suffit de faire la transformation ponctuelle 



/v 



pour transformer ces coniques dans les droites du plan, c'est-à-dire pour 
obtenir une représentation des géodésitjues par les droites du plan. 

17. M. Lit?, dans un beau travail inséré au Tome XX des Mathematischc 
innalrn, a étudié les géodésiques avec transformations infinitésimales. Il 
a distingué trois cas [)rincipaux suivant que la transformation est conforme, 
d«Mni-conforme on non conforme. Il a résolu tous les cas possibles de trans- 
formations conformes ou demi-conformes, mais en ce qui concerne le cas 
général, il se borne à former une équation contenue dans celle de M. Dar- 
boux. I/éminent géomètre norvégien a toutefois considéré un cas impor- 
tant, mais exceptionnel, Mans lecjuel la transformation infinitésimale con- 
siTve un réseau isotherme de coniques géodésiques. Il restait à trouver les 
autres cas, c'est-à-dire à trouver le cas général. Dans ce cas général, lerfs'* 
possède, d'après M. Lie lui-même, deux intégrales quadratiques pour ses 
géodésiques; nous devons donc nous attendre à le trouver parmi les ds^ 
du Tableau VII. 

Mais ici intervient utilement la remarque déjà faite que tout ds^ à deux 
intégrales quadraticjues est représentable géodésiquement sur un ds^ du 
type VII,. Nous pouvons, grâce à cette remarque, nous borner à chercher 
les types réductibles à VII, qui possèdent une transformation infinitési- 
male de leurs géodésiques. 

Les invariants du type VII, fournissent une réponse dont la simplicité 
est inespérée. 

Iljaut et il sujffil pour qu!un type VII, possède une transformation 
infiwkitésimale de ses géodésiques qu'un des invariants A, B, G, D soit 
r exemple D = o, et en outre que les trois autres vérifient une 
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relation de la forme 

18. Il peut arriver accidenlellcmcnt que deux des trois invariants res- 
tants soient, en outre, égaux, par exemple B = C; on ne saurait avoir 
A = o car le ds- serait de révolution; il faut donc cjuo Ton ail dans ce cas 

ou 

dz \l'k =t X \ B =1^ o, 

c'est-à-dire A = 4B = 1^^- 

(domine il importe peu de faire (I = i , on aura B == C = i , A = 'j, et Ton 
obtient le ds^ remarquable 




(jui possède une transformation infinitésimale de ses géodésicpies et une seule. 
Mais ce qui est très digne d'intérêt, c'est que sur ce rf.v*, qui ne contient 
aucune constante, sont géodésiquement représentables tous les ds' qui 
admettent une transformation infinitésimale de leurs géodésiques. 

En cela consiste la solution qui manquait à M. Lie. 

J'ai complété en divers autres points les résultats de M. Lie. C'est ainsi 
que les seuls ds^ de révolution jouissent de la propriété d'admettre trois 
transformations infinitésimales de leurs géodésiques; une de ces transfor- 
mations est toujours conforme. Il n'y a donc pas, contrairement à ce 
qu'avait pu augurer M. Lie, de géodésiques possédant trois transforma- 
tions infinitésimales non conformes. 

J'ajouterai que, dans le cas des géodésiques à transformations infinitési- 
males, le réseau représentatif des coniques peut se définir comme il suit. 

On prendra deux coniques A, B telles qu'on puisse inscrire dans A une 
infinité de triangles T circonscrits à B; on prendra une tangente D com- 
mune à A et à B. Les coniques tangentes à D et inscrites aux triangles T 
forment le réseau demandé. 

On observera que nous avons ainsi, par le fait, résolu cette question : 

Trouver les réseaux tangentiels de coniques qui possèdent une trans- 
formation infinitésimale ponctuelle. 

Fac. de T, - VI. P./| 
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TABLEAU I. 

hV>rnirs do révolution à inlrjifrales quadraliques sous leur aspect 
raraclérislique do révolution g(x z^y')d.rdy. 



' ilH- .y— -y ■ 
(h^'~ — — d.rd\' 



» V 



' t'~"« — p' =*"' ) 



(ifuiples de solulions de l'équalion (D) (i, i)(^'', e-^ )(<?""', <?~-^'). 



i> 



^/.ç- — l «rr * H- be-^^-^y) dx à \\ 
Cloiiples de solutions de (D) (i, i)(o, r>)(H", o). 



3. 



/^/.V' z^ 



t1 



'M 









f- /> c/,r r/r. 



Couples de solulions de (D) (i, i)(.'', J)')(.r'. v'). 



.'». 



/^/.v' i^ (,/• 4- y) d.v dv, 
Couples <le solulions de (D) (i, i)(.r, y)(o, i). 



liemarqiie. — Le premier type peut encore s'écrire 



«COS 



.r'— r' 



4-^ 



r/.v'zr 



sin 



^^ — J 






avec les couples de solutions de (D) (i, i) (cosa:', cos^v') (sinj?', sin^') 
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TABLEAU II. 

Formes de Liouvillc à courbure constante non nulle. 

1. rfs^=z[p{x-{-y) — p(jr — y)]dj;(/y. 



ou 



K 



Expression générale des coefficienls de Iransformalion [<&(./•), <^(y)]» 
^(^r)—Lop{.v)-h L, j)(.r 4- w,) 4- L,p(.r 4- wO -+- L^^pi.r H- (03)4- U. 



2. ds^ = -r-j- r-^- ■ do: dy. 

Lsin*(j:4-/) sni'(x— r)J 

Coefficienls de Iransformalion ^(.r), ^(^v). 
sin*j: cos-j:' 



3. ds^z=-^ ' 



sur (a: — /) '^ 



Coefficienls de Iransformalion [^(o^), ^(^')]« 
<I»(.r)=z Losinix 4- L|Sin2 j: h- LjCcsi-^^ -+- L3C0S2jr ■+- L^. 



4. ds 



*~L(^+J)' i-r-y)*}'^-^'^^'- 



Coefficienls de Iransformalion [<P(a:), ^{y)]< 
^{x)=z ~ 4- Li.r*4- L,x-*4-L3'if^-HLv. 



5. ds^= ^"^^^ 



Coefficienls de iransformalion [^(x), ^(/)]. 

^(j?)=: LoX*4- L,x'4- L2J:'*4- LjJC 4- L;. 
Oans ces formules les L sont des constantes arbitraires; p(^) est[la fonction de M. Weierstrass. 
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TABLEAU m. 

l^'onncs de Liouvillo à courbure nulle. 

Qu'Hinenls de Iransformalion / 4- r — ^ — > / -+■ - — ;— -: zn — 

ds' = ( f-" "-y -f- e^'-y ) dx dy. 

Coeflic'ieiits (le Iransformalion À -4- ' — , A -j- — — :■ — • 

^e-*^_4- 6'--^)* e^y 

3. ds*'z=ie^-^ydxdf. 

Coefficients de Iransformalion À 4- — — : » X -+- - — : 



\. 



ds^ z=\x ~\- y — X — y ) dx dy, 
Coefficicnls de Iransformalion Ix'-v- -~ 4- v, Xv'4- ~ -l- v'. 

X' " j* 



5. ds' rr ( x -i- j' — X ~ J ) dx dy. 



,t^l. 



r 



Coefficienls de Iransformalion Aa:*H- aa? -i- v, Xk*-+-~4-v'. 

6. ds' — dxdVy 

Coefficienls de Iransformalion ).a:*-h jLtvT -h v, Xk'h- jul'^ -i- v'. 

Dans toutes ces formules, X, [i, v, {jl', v' représentent cinq constantes entièrement arbitraires. 
Le premier type de ce Tableau, qui est le type essentiel des ds* de courbure nulle peut s'écrire 
cnron* 

r/.v'=r(cosa:' ^y — cosx' — y)dx*dy\ 
a\e<' 1rs coefficients de transformation 



acos.r'-+-v . a cosr -h v' 

A 4-*- — T-r—, > A4-'- — .-V-7 
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TABLEAU IV. 
Types essentiels de ds^ de révolution. 

1. ds*--\[p(^r^Y)--p{x---y)]dxdy'^^[p{x-\-y-\-u^^)---p{x---y-\-t.^;)\d,r(iy. 
Coefficients de transformalion 

[jf)(a:)4-j)(x4-w,), J)(7)4- J>(y -h co,)], 
[j)(ar4-Wî)-^P(j^4-a)j), J)(7-ha>,)-+-j)(j'4-G),)]. 

2. ^.v* = A(cos4»r -h^ — cos4^— /)c?-c^/ -h B (ces 2 a: -h j — cosa.r — j)^.rflf)'. 

(Coefficients de transformation (o, -:— ; )> ( -î--. > o|. 

\ sin'2^/ \sin*2J? / 

3. r/.v*=z A ■ -.' lû^jf-dy 4- B(c0S2j:--|- K — v.os>ix — y)d.rdv. 

y%\vï^x-\-y s\\\^x — y\ 



Coefficients de transformation ( -r— ; — » . , |> ( ;r 

\sin*j: sin-K/ \cos' 



I 



X cos-y 



h. ds^ m A ( X H- V — X — y ) dx dy -{- Byx -h y — x — y ) dx dy. 

CoefHcients de transformation (— » o), (o, -^ )• 

Dans CCS formule!^, A, B sont deux constantes qui changent d*un ds' à l'autre. 
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TABLEAU V. 

Types singuliers des ds^ de révolution (*). 

Types équivalents au type essentiel IV|. 

ûr cos^ -^ -^ b 

1 . clx dy. 

sur '- 

2 

Coenicients de transformation (cosx, cos/), (sinx, sînj). 

dx dy. 



k. 



. ^x -^Y . ^x — y 
sin- ^ sin- 

2 2 



Coefficients de transformation (cosj:, cos/), (cos2jp, cos2^), 



3. I ai 1 \-H^/ '^ ' \ Idxdy. 

ces' ^ / \ SUl* SUl* "' 

2 2 / \ 2 2 




I \ cos* - 

Coefficieiils de transformation (cos2a:, cos2y), ( -r-= — y -r-z— ] 

^ *^ ' \sin'a: sin-j/ 



Coefficients de transformation (J?*,/^), (•^*> J*) 
Types équivalents au type essentiel TVj. 

Coefficients de transformation (e**, o), (o, e^y), 

0. [flJH-6(x-|-j^ — j: — y )\dxdyy 

Coefficients de transformation (vr*,y*), (o, i). 

Coefficients de transformation — :r-rT> o (o, e'^y), 

\_(e^^ — e~^^y J 

(*) La concordanoe entre les types du Tableau V et leurs types essentiels du Tableau IV, 
s'établit par certaines relations qui permettent d'exprimer les constantes a, b en fonction 
ooi)8t^ntcs A} ^r 



9. 



10. 
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Types équivalents au type essentiel \\\, 



8. :^ -h b cLv (h-. 



Coefficients de Iransfornialipn (u', >), (.^*,^)'*). 



\a\{,v -f- yy - (.r- >)^] -f-^ I , - 7—-- , 



) 



^A^ r/)' 



Coefficients de transformation (.'•*, ^v-), (~i' .j)* 

Coefficients de transformation (tf"^-^, ^'~'* ), (<'~**^, t'~'*-^ ). 

T^K^é* équivalent au type essentiel IV\. 
11. {x -h y)(l,r(h\ 

Coefficients de transformation (.^', /), (o, i). 
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1. 



TABLEAU VI. 



Los ds' réciproques des rf.v' du plan. 



u eus ■ h V 



r/.v' 






j* y 

[il COS : h v' 



sur' — 

'À 



dx d}\ 



Coefficieiil de transformalion (cosx, cos^). 



(Coefficient de Iransformalion (e*-^, e'-^). 



3. 



.'). 



r/. 



■■■=--{ 



^f»x^y_^yj yL'e^-y~\->y 



fjUx-f}-) 



e^^-^-y 



dx dv 



dS' - 



Coefficient de transformation (t**', o). 



Lxy H ^- — -, -h -, -\-ù\dx dv. 

(coefficient de transformation (œ^^ >*). 



Is"' - y.xy -+- I—ZTZy -+- v(ar 4- 7) 4- pJ dx dy. 
Coefficient de transformalion (jr, y). 



6. 



^,ç* = ( >. xy -\- [IX -\- V V -h- p ) r/x rf r. 



Ce dernier ds* rsl de révolution type V^ si X n'est pas nul, type V„ si \ est nul; r'csl un dx* ïa 
OiMirhure nulle si \, étant nul, ja ou v le sont aussi. 
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r.ii 



I. 



-2. 



3. 



TABLEAU VII. 



Uéciprotjucs des ds^ de courbure constante non nulle 



t 



/.v^zz:Ao[j>(.r -t r) - J»(./- 



- r)] tl,r (Iv 



Coeflicienl de lr»Tnsf()rnialion [j>('î.'), jK'^J)')]» 



,A r L 1 

° I .siii*(./- -H.r) sin'^i^.r r) 

if' " • 
H- A, 

I eos'^ \^.v — y ) cos* ( ./• — y) 



d.r il y 



fl.r tly 



H- A2[eos9. (.r -i- v) - cos a (.r —v)] <'/./• ^-Zr 
4- A3[r().s'|(.r -h v) — cos'iC./' - v)] di dy, 

Coeflicienl de transforinalion ( — > ----- ) • 

\ sur '.>../• siii-2>'/ 



; <ls- ^=z Ay [ si n .'i ( .V -f- )• ) si II \ ( .r 
-h A, [ eos !\{x-\- y ) - - cos 'i ( j- 
4- Aj[siii2(.r H-,)') - siii2(a- 
4- A3[cos?. (,r -f-.>) — coscî(c2• 



)•)J d.r dy 
y )] </,/• dy 
y)](ft'dy 



Coefficient de transformation (0,-7—^ — ) 



k. 



ds- 1= Ao 



A5[(.f 



y)' 



- d.i'dy 

{jc — .)')*] d,v dy 

{x — y f\ dx dy. 



Coefficient de transformation 



œ'- V* 
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CHAPITRE m. 

LES SYSTÈMES DE COMPLEXES LINÉAIRES. 

Correspondance entre les points et les plans d'une droite. Couples inverses. — Corrélations 
homographiques sur une droite. — Rapport enharmonique et angle de deux corrélations. 
— Involution de deux corrélations. — Corrélations singulières. — Couple de droites conju- 
guées commun à deux complexes linéaires. — Système à deux termes. — Congruence 
linéaire. — Congruence linéaire singulière. — Cas de décomposition. — Invariant d'une 
congruence. — Rapport anharmonique de deux complexes linéaires. — Complexes li- 
néaires en involution. — Systèmes linéaires de complexes linéaires. — Systèmes complé- 
mentaires. — Systèmes à trois termes. — Droites communes à trois complexes. — Demi- 
quadriques. — Demi-quadriques complémentaires. — Cas de dégénérescence. — Système 
à quatre termes. — Droites communes à quatre complexes. — Invariants des systèmes de 
complexes linéaires. — Forme générale de ces invariants. 



20. Je ferai précéder l'étude des systèmes linéaires de complexes du premier 
degré de quelques remarques générales concernant les correspondances qui peu- 
vent exister entre les points d'une droite x et les plans menés par celle droite. 

Soit u lin paramètre fixant la position d'un point M sur la droite x^ de telle 
sorte qu'à un point M réponde une seule valeur de u et inversement ; soit, de même, 
Foc, de T, — VI. ï 
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/ nn paramètre corre^poodanl aniformémenl aux positions d*on plan -rr mené par j-. 

Par exemple, // esl la distance de M à an point fixe de Xy i est la tangente tle l*angle 

an plan r: avec un pian fixe mené par t. 

f.'ne relation entre a et / 

/(«, /) = o 

fait Ae corre!) pondre, suivant une certaine loi, les points de x et les plans de jt. 
Si/est du dc^'r/î m en u ei du degré jxen /, on peut dire que celte correspondance 
e^l de la cla^'>e a et du degré m. Si m = [x = i, on retrouve les corréitiiians ho- 
mographiques introduites au n'' 15. 

Deux correspondances de degrés m et m' et de classes jx et jx' onl, en gé- 
néral, 

roupies communs, en appelant couple d'une correspondance le système d'un point 
M et du plan r correspondant. 

Par exemple, deux corrélations hombgraphiques ont en commun, en g-énéral, 
deux couples. 

C'est ainsi que, s'il s'agit des deux corrélations de Chasles, relatives à une droite 
commune à deux surfaces réglées, les deux couples sont les deux couples de rac- 
cordement des deux surfaces. 

21. Considérons sur une droite deux couples (M, tt), (M', t:'), nous appellerons 
roupies imersrs des deux premiers ceux que l'on obtient en échangeant les points; 
ainsi les couples inverses seront 

(M,7r'), (M\r). 

22. Considérons sur une droite x deux corrélations homographiques II, H', 

soient (F, 4>), (F', 4^') leurs couples communs. Si un plan t: tourne autour de x, 

les homologues O et O' de tî dans ces deux corrélations se correspondent homo- 

graphiquemeul et F, F' sont les points doubles de celle homographie. Le rapport 

an harmonique 

(O', O, F, F') -- X- 

est constant, d'après une propriété bien connue des homographies. 

De même, si un point O se meut sur la droite, ses plans correspondants rel tc' 
décrivent deux faisceaux homographiques dont 4>, 4>' sont les plans doubles; ici 
encore, le rapport anharmonique 

est constant. 

J'ajoute que A", = A*. 




^ 
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En effet, soit tc homologue de O dans H, el v! homologue de O dans H', nous 
aurons 

(t:, tt', «ï», <!»') = a-,. 

Soit O' homologue de tt' dans H ; le plan tz' ajant pour homologue dans H le point 
O' el dans H' le point O, on a 

(O, O', F, F) = A:. 

Or, dans les correspondances homographiques, le rapport anharmonique de 
quatre éléments égale celui des quatre correspondants. Donc, puisque à O, O', 
F, F' correspondent tî, tc', ^, 4>' dans H, on a bien 

Ce rapport k pourra être appelé le rapport anharmonique des deux corréla- 
tions. 

Depuis que Laguerre a appris à définir les angles par un rapport anharmonique, 
on rattache souvent un angle à un rapport anharmonique, en posant 

V = — L= logA:. 

2/ — I 

Dans le cas de deux, plans, par exemple, si k désigne le rapport anharmonique 
qu^ils forment avec les deux plans isotropes menés par leur droite commune, 
V se trouve être, d'après Laguerre^ précisément l'angle des deux plans. 

Pour indiquer une application immédiate de cette notion de l'angle de deux 
corrélations, supposons qu'il s'agisse des deux corrélations de Chasles de deux 
surfaces réglées suivant la droite commune x] supposons de plus que, par une 
transformation homographique, on ait ramené les plans 4> et 4>' des couples de 
raccordement à être deux plans isotropes. Alors V sera l'angle de deux plans tan- 
gents en un même point O aux deux surfaces, et cet angle étant constant, on voit 
que les surfaces transformées se couperont sous un angle constant tout du long 
de leur droite commune. 

23. Un cas particulièrement important de l'angle de deux corrélations homogra- 
phiques, c'est celui où cet angle est droit, ou, ce qui revient au même, le cas où 
l'on a 

k = -i. 

Nous dirons alors que les deux corrélations sont en imvolution. 

On voit que, dans ce cas, les couples de points O, O' qui correspondent à un 
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même plan tc se correspondent involutivcment; de même pour les plans qui corres- 
pondent à un même point. 

Ici intervient la notion de couples inverses dont j'ai dëjà parlé. 

Soit (M, Tz) un couple d'une corrélation homographique H; soit H' une corré- 
lation homographique en involution avec la première, et (M, •n') un couple de H', 
dans lequel le point M est commun avec le premier couple. Soit M' l'homologue 
de Tz' dans la corrélation II, en sorte que (M, tc), (M', tî') seront deux couples de 
H. Il est clair que (M, tt') étant un couple de H', (M', tc) devra en être un autre. 
En effet, M et M' correspondent à un même plan tî' dans H et H' respectivement : 
donc, à cause de la symétrie caractéristique de l'involution, les points M' et M 
doivent être homologues d'un même plan dans H et H' respectivement, et puisque 
-n! est homologue de M' dans H, il doit l'être de M dans H'. Ainsi les couples 
(M', tz), (M', Tt'), inverses des couples (M, u), (M', ir'), appartiennent à H'. 

La démonstration elle-même prouve que réciproquement : Si une corrélation H' 
admet les deux couples inverses de deux couples appartenant à une corrélation H, 
les corrélations homographiques H et H' sont en involution. 

24. Il pourra nous être utile de mettre, sous une forme analytique, les résultats 
précédents. 

L'équation relative à une corrélation homographique aura la forme 

aut -^ bu -i- et -h e = o. 

Cette équation dépend de trois paramètres, a l bl c l e. 

Dans un travail qui date de 1882, j'ai indiqué un mode de représentation des 

corrélations homographiques au moyen d'un plan dans l'espace, en considérant a, 

6, c, e comme les coefficients de l'équation d'un tel plan. Je ne rapporterai pas 

cette représentation qui n'a rien d'essentiel dans cette exposition (*). 

Observons que, si 

a' ut -r- 6'i* -h c'^ H- e' = o 

est l'équation d'une autre corrélation homographique H', l'homographie qui relie 
deux plans homologues d'un même point s'écrit 

(ac' — ca')tt' -h(ae' — b'c)t -+- (bc' — a'e)t' ■+- (be' — b'e) = o. 

La condition d'involution est donc 

ae' — b'c — bc' ■+■ a! e = o. 



(*) Presque en môme temps, M. Slephanos publiait, dans les Mathematische Annalen, une 
représentation des homographies binaires qui offre plusieurs traits communs avec celle à laquelle je 
fais ici allusion. 
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Si Ton pose, pour un instant, 

6(rt, 6, c, e) = bc — ae, 



celte condition s'écrit 



da do oc de 



Elle exprime que les éléments (a, 6, c, e), (a', 6', c', e') sont conjugués par rap- 
port à la forme quadratique 9(rt, 6, c, e). 
Les corrélations pour lesquelles on a 

bc — ae = o 

seront dites singulières. 

Les corrélations singulières offrent une particularité fort remarquable. Leur 
équation s'écrit 

( af -+- 6 )( att -t- c ) = o ; 

ou encore 

(t — /o)(a — Uo) = o, 

en posant 

b c 

a a 

Dans une corrélation singulière, un même point O correspond à tous les plans 
et un même plan t: à tous les points. Une telle corrélation est donc caractérisée 
et définie par un couple (O, tt), et les couples de la corrélation se divisent en 
deux classes : les uns s'obtiennent en associant au point O un plan quelconque 
de la droite, les autres, en associant au plan tz un point quelconque de la même 
droite. Le couple (O, 'TC)fait partie de ces deux classes à la fois : nous l'appelons 
le couple singulier de la corrélation singulière. 

25. Que peut bien signifîer la condition analytique d'involution lorsque Tune 
des deux corrélations homographiques est singulière? 
On a 

ae — b' c — bc' -\- a' € = o^ 
et si la corrélation H' est singulière, on peut faire 

a' = i, b'^ — tQ, c'=— Mo, e' = Mo/y, 

où 1/^, t^ sont les paramètres du couple singulier. La condition d'involution de- 
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vient 

auoto -h buo -h cIq-t- e = o; 

elle exprime que le couple singulier appartient à H. 

Ainsi, nous continuerons à dire qu^une corrélation homographique H est en 
involution avec une autre H', H' étant singulière, lorsque le couple singulier de H' 
appartiendra à H. 

Pareillement, deux corrélations singulières seront dites en involution si leurs 
couples singuliers ont en commun soit le point, soit le plan. 

Considérons toutes les corrélations homographiques qui admettent deux couples 
donnés (w^, ^o)» (wi, /i); leur équation peut recevoir la forme 

u — Mo _ ^ ^ — ^0 

U — Mj / — tx 

où ). est quelconque. Il vient, en développant, 

(i — \)ut — («1 — Xmo)^ — ('o — X/i)a -h ^oW| — X^jMo = o. 

La condition d^involution avec une autre corrélation («', 6', c\ e') s'écrira 
donc 

^'(i — X) — c'(X/i — /o) — b'Q.Ua — a,) -+-a'(/oai — X/|iio) = o, 

ou encore 

(e' -r-c'^o -^- b' Ux -\- a' Ux(^)—\(^e' -f-c'/i -h b' Ua -haiioti) = o. 

Considérons alors deux corrélations admettant en commun les couples (i/^, i^)^ 
(tti, tx); ces corrélations correspondront à deux valeurs X = a, X= ^ de X, et la 
condition d'involution de la corrélation (a', 6', c', e') avec chacune d'elles don- 
nera 

(e' -+-c'/oH- b'ui -ha'uito) — a(e' -hc'ti -h b' Uq -+-a'Mo'i) = o, 
(e -h c' fo -+- b'ui -h a'iixtQ) — ^{e' -h c'/| -h b' Uq -+- a' u^tx) = o; 



c'est-à-dire 



e' -h c' tQ-i- b' Ux -h a' Ui to = o, 
e' -^ c' tx ■+■ b'i/Q -h a' Uq/x = o. 



Ces équations expriment que les couples inverses (w^ /q)» (Wq, /|) appartiennent 
à la corrélation (a', 6', c', e'). On a donc ce théorème : 

Si deux corrélations H, H| ont en commun deux couples, toute corrélation 
H' en imolution avec H e^ H| contient les couples inverses des deux premiers 
ety réciproquement, toute corrélation qui contient ces couples inverses est évi- 
demment en involution avec H et Hi (n° 23). 



CHAPITRE III. — LES SYSTÈMES DE COMPLEXES LINÉAIRES. 7 

Ce théorème définit, on le voit, les corrélations qui sont en involution avec 
deux corrélations données, puisque ces deux corrélations ont généralement en 
commun deux couples. 

26. Un fait domine la théorie des systèmes de complexes linéaires; c'est le 
suivant : 

Deux complexes linéaires ont généralement en commun un couple de 
droites conjuguées. 

On peut donner de ce théorème une démonstration géométrique. 

Soient A. et B les deux complexes, A une droite n'appartenant à aucun d'eux 
et A', A" les conjuguées de A dans les deux complexes. Excluons d'abord le cas 
où A', A'' seraient dans un même plan. Alors A, A', A'' définissent une quadrique Q^ 
lieu des droites X qui coupent A, A', A". Les droites X appartiennent aux deux 
complexes, puisqu'elles coupent les couples de droites conjuguées (A, A'), 
(A, A") (n°14). Considérons une génératrice Y de Q du même système que A, 
A', A''. Nous savons (n** 14) que les conjuguées Y', Y" de Y dans les deux com- 
plexes A et B sont aussi des génératrices de Q du même système que A, A', A". 
De plus, le principe de correspondance nous prouve que Y', Y" se correspondent 
homographiquement, car Y' et Y" se correspondent univoquement. D'après cela, 
cherchons les droites Y tracées sur Q du système A, A', A'', qui ont mêmes con- 
juguées dans les deux complexes. 

Il faudra exprimer que Y', Y'' coïncident; il y a généralement deux positions 
Y'^, Yj de coïncidence. Prenons Y'^, soit Y| sa conjuguée dans A. Par hypo- 
thèse, Y'^ est aussi la conjuguée de \\ dans B. Donc Y|, aussi bien que Y'^, a 
même conjuguée dans les deux complexes, et, puisqu'il n'y a dans le système de 
génératrices A, A', A" que Y^ Y!j qui jouissent de celte propriété, il faut que Y< 
coïncide avec la seconde droite Y'^. Les droites Y',, \'^ sont donc conjuguées Tune 
de l'autre dans les deux complexes. 

Je ne discuterai pas cette démonstration géométrique. La démonstration ana- 
lytique que je vais donner conduit à une discussion beaucoup plus sûre et nous 
fournira des formules utiles. 

Prenons les deux complexes linéaires 

A = 'LaiXi = o, 

B = "LbtXi = o; 
les six équations 

àQ{a) , , 

expriment, nous le savons d'après le dernier numéro du Chapitre précédent, que 
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les (lroile> z. ^'sont conjuguées dans le con]|)lt'ie A. Déài^nons par C|, .... c«, 

c\ r'^ les coefficients des deux complexes sp«.'CÎaux dont Zy z' sont les axes : 

on a. nous Tavons \u. 



ffiliC) oilic't 



cl réf| nation d) peut s'écrire 

ffiltn) fJil{C} .'fiHc't 

_^_^_^^^_ — ^ .^^^_^^^ , ^ ^____ _____ 

oat '" OCi ^ 0c'i 

ou encore 

*i\li a ^ zc — z'c) 

= -r-r- — i\ (1=1, -2, 6i. 

Puisque le discriminant de la forme û n*est pas nul. ces sî\ équations exigent 
que l'on ait 

( ^.) n, — pa — p'c'i — o ( I = 1 , 2 , . . . , 6 >. 

Pareillement, six équations telles que 

( i ) bi — TCi — y'c'i = o 

expriment que les droites 3, z' sont conjuguées dans le complexe B. 

Observons maintenant que p^ — p'o" ne saurait être nul, sans quoi les com- 
plexes A, B ne seraient pas distincts d'après les équations (2), (3), car on lire 

de ces équations 

pbi — 7 ai = (pîj'— 7p') cj, 

p'hi — l'ai = — (?''' — ^p' )Ci, 
Puisque p^ — Tp' n'est pas nul, on a, en divisant par ce binôme, 

(5) c'i = l'at-^ ^^'hi. 

étj nations it(juivalenU*s a {'2) et (li). 

Il ne reste donc plus, pour résoudre le problème, qu'à calculer a : ^ et a' : ^'. 
On y parvient en ex|)riniant la dernière condition qui nous resle à écrire, à savoir 
que le complexe C = ïc/x/=o est spécial et de même pour C'=2cJjr/ = o. 

On doit écrire 

il{0La-h^b) --= Q(c) =0, 
m a a r- j3'6) - il(c') ^o: 
ou, en développant, 

(G) l2(V/)a*-n7.l2(rt,6)aS f l>(^) p« = o, 

et même é((uation pour a': ^'. 
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Cette équatioD nous donnera deux valeurs de a : ^, et, portant une de ces va- 
leurs dans (4) et l'autre dans (5), nous aurons bien deux complexes spéciaux C, 
(y dont les axes -3, z' seront conjugués dans les deux complexes, puisque les équa- 
tions (4), (5) sont équivalentes aux équations (2), (3), lesquelles expriment pré- 
cisément que z et 3' sont conjugués dans A et B. 

Le théorème est donc établi. 

L'imaginarité des racines de (6) n'est pas un obstacle^ mais la démonstration 
tombe en défaut si Téquation (6) en a : p a ses racines égales, c'est-à-dire si 
l'expression 

(7) *(«|6) = Û(«)i2(6)—[i2(a,é))l» 

est nulle. Nous reviendrons plus loin sur l'hypothèse où 4> est nul, et qui est ex- 
ceptionnelle. 

27. Tirons tout de suite une conséquence du résultat que Ton vient d'obtenir. 
Considérons tous les complexes linéaires compris dans l'équation 

011 A : jjL est un paramètre arbitraire. Nous dirons de ces complexes qu'ils forment 
un faisceau ou mieux un système à deux termes. 

Les droites 5, -3', qui sont conjuguées à la fois dans A et B, sont conjuguées 
par rapport à tout complexe du système à deux termes (A, B). 

D'après les dernières lignes du n° 19, il suffira, pour démontrer cette propo- 
sition, de prouver qu'on peut trouver, \ [x étant quelconques, deux quantités 
T, t' telles que 

ou encore, ce qui revient au même [voir le passage de (1) à (2)], 

Xa/ -+- ja6/ = TC/ ■+- "z'c'i. 

Il suffit de se reporter aux équations (2), (3) pour reconnaître que l'on satis- 
fait à ces identités en posant 

T = Xp -+- JA<I, t'= Xp'-+- flj'. 

Ainsi : Tous les complexes d'un système à deux termes (A, B) ont en com- 
mun un couple de droites conjuguées. 

Maintenant, parmi les complexes du système |(A, B), il y en a deux qui sont 
Fac, de T, — VL 2 
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spéciaux, car, si l'on exprime que le complexe XA-f- jjlB = o est spécial, od est 



amené à écrire 



équation qui n'est autre que Téquation (6), où X remplace a et (jl remplace ^. On 
reconnaît en même temps, par ce moyen, que les droites 5, z' sont précisément 
les directrices de ces complexes spéciaux. Ainsi : 

Dans tout système ( A, B) à deux termes de complexes linéaires, il y a deux 
de ces complexes qui sont spéciaux; les directrices de ces complexes spéciaux 
sont les deux droites gui sont conjuguées l'une de l'autre dans tous les com- 
plexes du système. 

28. On appelle congruence linéaire l'ensemble des droites communes à 
deux complexes linéaires. 

Il est clair que la congruence commune à deux complexes d'un système à 
deux termes est composée de droites appartenant à tous les complexes du sys- 
tème. En oflct, les équations A = o, B = o entraîneront celle-ci 

XA -+- {jiB = o. 

En particulier, les droites de cette congruence appartiennent aux complexes 
spéciaux, et, par suite : 

Art congruence commune à deux complexes linéaires A, B est composée des 
droites qui coupent à la fois les droites 5, :;' conjuguées l'une de l'autre dans 
les deux complexes. 

Pour ce motif, on donne aux droites z, z' le nom de directrices de la con- 
gruence. 

Pour mener la droite de la congruence issue d'un point P, on prendra l'inter- 
section de deux plans menés par P et les deux directrices. Cette droite est unique. 
Elle est cependant indéterminée si le point P est pris sur l'une des deux direc- 
trices. 

Pour Iracer la droite de la congruence située dans un plan H, il suffira de 
joindre les traces des deux directrices sur ce plan. Il n'y a qu'une solution; mais 
le problème est indéterminé si le plan II passe par Tune des deux directrices. 

En résumé, la congruence linéaire commune à deux complexes du premier 
ordre est du premier ordre et de la première classe; résultat que l'on pouvait 
d'ailleurs énoncer a priori. De plus, deux complexes linéaires ont en commun 
une infinité de faisceaux plans que l'on engendre en associant à un plan II, mené 
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par une directrice de la congruence commune, le point P où ce plan coupe 
l'antre directrice. 

29. Arrivons maintenant au cas singulier, laissé de côté, où l'expression 
4>(a| b) est nulle. Les deux racines de (6) étant égales, les raisonnements précé- 
dents tombent en défaut. 

Excluons d'abord le cas où tous les complexes linéaires compris dans le sys- 
tème à deux termes )w\-|-ulB = o seraient spéciaux, c'est-à-dire excluons le 
cas où 

serait nul identiquement, ce qui exigerait 

L'équation (6) possède alors une racine double que je désigne par a : j3, et, 
dans le système à deux termes, il n'y a qu'un seul complexe spécial, à savoir 

a A -4- 3 B = o. 

Je représente encore par Zi les coordonnées de la directrice de ce complexe; 
enlîn je considère un complexe quelconque 

Xo A -h [Jto ï^ = t> 

du système à deux termes (A, B). 
On a d'abord, par hypothèse, 

formons en outre 

Ào, txo figurent linéairement dans celte expression; de même a, ^3; on peut 
donc écrire 

il(aé/ -t- fl6 I Xo« H- {JLq^) 

=r t2( rt I r/) aXo-4- 12(6 ! rt ) 3Xo -+- l>( a | A ) otuo -hil{b\b) piJL,,. 

Mais Q{a\a)=Q{a), Çl{b\a) = Çl{a \b), ù{b\h) = Ù{b); on peut donc 

écrire 

= [il(«) a -h Û(a I 6) 3] XoH- [i2(rt i 6 ) a -4- 12(6) p] |Xo, 

c'est-à-dire = o, puisque, a : ^ étant racine double de (6), on a 

12(a)a-+-t2(a|6)P = o, 
i2(a|6)a-f-12(6)3 = o. 
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Nous avons donc 
<|uels que soient }.„ el (jlo; cela s'écrit 






â(oLai -+■ p6/) 
ou encore, eu é^ard à nos notations, 

(H) 2:(>.ori/-h iiobi)Zi = o. 

De là ce tli<k)n nie : 

Lorsque <^(a\b) = o ou, plus exactement, lorsque Véquation (6) a une 
racine double et n^ est pas une identité^ le système (A, B) à deux termes con- 
tient un complexe spécial unique et la directrice de ce complexe spécial est 
une droite commune à tous les complexes du système. 

Il est clair que toute droite commune à deux complexes du système appartient 
à tous les autres complexes du système, comme dans le cas général. La congruence 
linéaire commune à tous ces complexes est donc composée de droites qui coupent 
toutes la directrice z du complexe spécial unique qui fait partie du système. 
Mais cette condition est insuffisante pour définir la congruence. 

Il est facile de compléter cette définition. Soient, en effet, A une droite de cette 
congruence, P le point où elle coupe la droite :; et II le plan mené par A et par z. 
(Considérons le faisceau plan (P, II); deux droites de ce faisceau, la droite z et la 
(Iroile A, font partie de l'un (|uelconque des complexes du système; donc le 
point P admet le plan II comme plan polaire dans tous les complexes du système 
(A, B); le faisceau (P, II) appartient à tous ces complexes (n" 13). De là résulte 
aussitôt que tous les complexes du système (A, B) déterminent sur la droite qui 
leur est commune la même corrélation normale (n" iS). Ainsi la congruence 
linéaire admet ici la définition suivante : 

Pour qu^une droite A fasse partie de la congruence, il faut et il suffit : 
V qu'elle coupe la droite fixe {directrice z)\ a" que le plan (5, A) mené par z 
et A et le point (5, A) intersection de z et de ^ soient deux éléments corres- 
pondants d'une corrélation homographique donnée, a priori, sur la droite z. 

On peut placer ici une remarque. 

Considérons une congruence linéaire générale admettant les deux directrices z^ 
z'\ considérons une quadriqueQ arbitraire menée par z e\,z\ La congruence est com- 
posée des droites qui coupent la quadrique Q en deux points situés l'un sur z^ 
l'autre sur z' , Que z' vienne à se rapprocher infiniment de 3, la congruence ne 
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sera autre que l'ensemble des droites qui rencontrent la quadrique en deux points 
inKnimcnt voisins, dont l'un situé sur w, c'est-à-dire l'ensemble des tangentes à la 
quadrique aux divers points de sa génératrices. La corrélation qui figure dans la 
définition de lacongruence n'est donc autre que la corrélation de Cliasles qui éta- 
blit la correspondance entre les points de z et les plans tangents en ces points. 

Le lecteur reconnaîtra facilement que les congruences singulières que nous 
venons de définir sont encore du premier ordre et de la première classe. 

30. Reste le cas réservé où l'équation (6) est une identité. Les complexes du 
système (A, B) à deux termes sont tous spéciaux. Cherchons le lieu de leurs di- 
rectrices. 

Soit un de ces complexes 

> A -+- jaB = o, 

ci y sa directrice, on a 

___ dilCka ■+- [ib) ^ 

et comme le second membre est linéaire et homogène en X, [x, on peut écrire 

On reconnaît ainsi que les directrices des complexes du système (A, B)(tous 
spéciaux) forment un faisceau plan. Enonçons donc ce théorème : 

Lorsque ions les complexes d'un système à deux termes sont spéciaux, 
leurs directrices forment un faisceau plan. 

Quelle est la congruence commune à ces complexes? La réponse est facile. 
Toute droite de la congruence doit couper toutes les droites du faisceau des di- 
rectrices. Une telle droite doit donc, ou bien être dans le plan du faisceau, on 
bien passer au centre du faisceau. En un mot, la congruence se trouve ici décom- 
posée en deux liyperfaisceaux dont l'un est l'ensemble des droites du plan des di- 
rectrices, et l'autre est la gerbe des droites issues du point de rencontre des 
directrices. 

Voici donc un exemple où la congruence commune à deux complexes se dé- 
compose en deux : l'une, formant un système plan, est de l'ordre zéro et de la 
classe i; l'autre, formant une gerbe, est du degré i et de la classe zéro. La somme 
des classes et celle de degrés sont égales à o -f- i = i -f- o = i, c'est-à-dire au 
produit des degrés des complexes. 

Nous aurons à reconnaître plus tard la généralité de ce fait pour des complexes 
quelconques. Il est intéressant de noter qu'il se présente dès la congruence li- 
néaire. 
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Noire congruence linéaire dégénérée a ici une infinité de directrices qui for- 
ment un faisceau (A, a). Soit x une droite de ce faisceau. Dans le cas d'une con- 
^çruence singulière, une corrélation sur la directrice x sert à définir la congruence. 
Il est clair qu'ici cette corrélation est à son tour singulière. Car, soit (O, n) un 
couple de cette corrélation, c'est-à-dire tel que toute droite du faisceau (O, FI) 
appartienne à la congruence, O étant sur j: et 11 étant un plan de x. Il faudra que O 
soit en A et n est alors arbitraire, ou que II coïncide avec le plan oc et O est 
alors arbitraire. . 

De cette définition des couples (O, 11) de la corrélation, on peut donc conclure 
qu'elle est singulière, et que (A, a) est son couple singulier. 

31. Nous avons vu que l'expression Û(a) est un invariant du complexe 
2f?/X|= o. Pareil lemenl, l'expression 

est un invariant de la congruence commune aux deux complexes A et B. Cet inva- 
riant est de l'espèce de ceux que l'on nomme combinant. Si l'on eflectue une 
transformation linéaire des variables x,-, il se reproduit multiplié par la quatrième 
puissance du déterminant de la substitution, et, en cela, c'est un invariant. Mais, 
de plus, si l'on remplace les deux équations 

A = o, B = o 
par celles-ci 

À A -h jjiB = o, À'A -r- |Ji'B = o, 

^Ka\b\ se reproduit multiplié par (au' — ^^^ f- On a, en effet, 
* « ). a -j- jjL 6 À'a -t- 'x'/m 

= [UiaiÀ*-*-2t2'<ij6)).;ji — 12«^»;ji*][12ia>A'*- 2i2^a | 6 ))// — l>« A .;jt'« j 
= [121 a »o, ^ ) _ iii a • ^ ,]î, >..ji' — ti>/;*. 

Les propriétés de rinvariant 4» correspondent donc à celles de la congruence 
linéaire prise en elle-même, indépendamment du choix des coordonnées, comme 
aussi du choix des deux complexes linéaires A, B, au moyen desquels on le» défi- 
nit: de là le nom de combinant donné à cet invariant. 

3i- Deux complexes linéaires A, B étant donnés, on peut séparer les proprié- 
tés de leur ensemble en deux groupes; les unes appartiennent à leur congruence 
commune et demeurent les mêmes si Ton substitue à A, B deux autres complexes 
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du sjst(^me à deux termes ( A, B) : à ces propriétés se rattache l'invariant 4>(« | />), 
dont Tévanouissement exprime que la congruence est singulière. 

Mais, à côté de ces propriétés, il en est d'autres qui appartiennent exclusive- 
ment aux deux complexes A et B. C'est ainsi que, si l'on se donne deux sphères, 
leur cercle commun appartient à toutes les sphères du faisceau, tandis que l'angle 
sous lequel elles se coupent leur appartient en propre. 

Ce sont les propriétés de cet ordre que nous allons envisager pour les deux 
complexes A, B. 

Considérons le complexe 

A-^-A-B = o; 

lorsque k varie, ce complexe parcourt tout le sj'stème à deux termes (A, B). Soit A 
une droite de la congruence commune aux complexes de ce système et FI un plan 
mené par A, appelons Pa le pôle du plan FI dans le complexe A -f- A"B = o. I^ors- 
que k varie, le point P^ décrit la droite A. Je dis que Pa correspond, d'une façon 
univoque, aux valeurs de /*. D'abord, en effet, k étant donné, Pa est parfaitement 
déterminé ; en second lieu, si l'on se donne Pa comme pôle du plan FI dans un com- 
plexe A-f-A'B du faisceau, il suffira, pour trouver la valeur de Â', d'écrire 
qu'une droite z menée par Pa dans le plan FI fait partie du complexe, ce qui don- 
nera 

A(s)-i- A:B(5) = o, 

équation en A* du premier degré. 

On voit que l'on exclut le cas où les complexes du système (A, B) détermine- 
raient la même corrélation normale sur A. Dans ce cas, et dans ce cas seulement, 
A(z) et B(3) seraient nuls pour toute position du point Pa sur la droite A. D'ail- 
leurs la congruence serait alors singulière et A serait sa directrice. 

Puisque Pa et k se correspondent univoquement, il en résulte, d'après le prin- 
cipe de correspondance, que le rapport anharmonique de quatre valeurs de k est 
égal à celui des points Pa correspondants. On a donc ce théorème : 

Soient quatre complexes du système, obtenus en prenant 

k = a, p, Y» ^' 

et A une droite de la congruence commune, les pôles dans les quatre complexes 
d^in plan, mené par 1^ forment un rapport anharmonique égal au rapport 
anharmonique des quantités a, p, v, 5. 

Ce rapport anharmonique est donc constant à deux points de vue; d'abord il 
demeure constant quand le plan tourne autour de A, et, en second lieu, quand A 
se déplace dans la congruence. 



I<) KOEMGS. 

Le même raisonnemeni conduit au théorème suivant, qui est le transformé du 
précédent par polaires réciproques. 

Soient quatre complexes du système, obtenus en prenant 

fi = a, P» Y, 0, 

et A une droite de la congruence commune; les plans polaires d'un point 
quelconque, pris sur A, dans les quatre complexes forment un faisceau dont 
le rapport anharmonique est égala celui des quantités a, p, y, 2. 

Ces deux théorèmes subsistent si les deux directrices de la congruence viennent 
se confondre. 

Ils conservent même leur raison d'être si tous les complexes du système sont 
spéciaux; le rapport anharmonique est, dans ce cas, égal à celui des quatre direc- 
trices du complexe, lesquelles forment un faisceau plan. 

33. Raisonnons maintenant dans rhypothèsc où les deux directrices de la con- 
gruence sont distinctes. Deux complexes 

A -+- p B = o, A -H p' B = o 
étant donnés, adjoignons-leur les complexes spéciaux du système 

A-hA:B = o, Ah-A:'B = o, 
en sorte que Ar, Ar' seront racines de Téquation 

(8) û(^»)A:«H-2Û(a|^»)A:-f-12(a) = o. 

Soit A une droite de la congruence qui coupera, par conséquent, en deux points 
F, F' les directrices z, 5'. Si Ton mène un plan arbitraire II par A, F et F' sont 
les pôles de ce plan dans les deux complexes spéciaux {k) et (A/); ils demeurent 
fixes lorsque le plan tourne ; par contre, les pôles Pp, Pp' de ce plan II dans les com- 
plexes (p), (p') varient, mais ils forment, avec F, F', un rapport anharmonique 

(Pp, PpsF, F) = (p, p', ^, A-') 

qui est constant. Ils décrivent donc sur A une homographie dont F, F' sont les 
points doubles et dont (p, p', Ar, k') est le rapport anharmonique. 

On verra de même que si l'on prend un point arbitraire P sur A, si Ilp, IIp- sont 
les plans polaires de P dans les complexes (p), (p') et <t, ^ les plans menés par 
A et ;;, par A et ^', ces plans sont les plans polaires de P dans les complexes spé- 
ciaux (Ar), (A:'); ils sont fixes. Le rapport anharmonique des quatre plans ÏIp, ÏIp, 
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^, ^' est égal à 

(Dp, np^,4>,4>') = (p,p', A-,^';; 

il est constant et a même valeur que le premier. 

Lorsque P se déplace sur A, les plans Ilp, ITp' varient seuls et décrivent dès lors 
deux faisceaux homographiques autour de A, dont ^, ^' sont les plans doubles 
et (p, p', k, k') le rapport anharmonique constant. 

Ce rapport anharmonique est facile à calculer. Désignons-le par e*, nous aurons 



e = 



p'_A:-p'_A:' (p'_A:)(p-A:') 



d'où 



^ 2(pp-H-AA:-)-(A:-f-A:-)(p-f-p-)~(A:--A:)(p--p) 
îi(pp' ^- kk) - (A: -+- A-' ) (p -+- p') -+- ^k' - k) ( p'— p )' 

e-f-i ^ i(pp'-^kk') — {k-\-k')(p-hp') 
e-i" (A-'-A-)(p'-p) 



et comme A:, A*' sont racines de (8), il vient 



£-4-1 __ û(ô)pp'-f- û(a|ô) p -H p'-f- û(a) 



6 — I 



(p'-p)v^-*(«i^) 



Faisons, en particulier, p'= 00, puis p = o, les deux complexes considérés seront 
alors A et B, et nous aurons 

e-f-i _ û(a \b) 
s — * V^— «4>(a| ô) 

Il suffit de se reporter à ce que nous avons dit plus haut au sujet des corréla- 
tions homographiques sur une droite pour voir que ce rapport anharmonique 
constant e est égal à celui des deux corrélations normales des complexes suivant 
une quelconque de leurs droites communes. L'angle de ces deux corrélations 
normales sera, ce que nous appellerons aussi avec M. Klein, V angle des deux 
complexes. 

Si l'on pose 



V=-llog£, 
'XI 



on trouve aisément 



(9) cosV = - ( -— -h /s j = — = 

Sans qu'il soit nécessaire d'insister beaucoup, on voit que si V = - ou e = — i, 

les corrélations normales sont en involution et les deux complexes sont dits aussi 
en involution ou orthogonaux. 

Fac, de T. - VI. 3 
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Ija condition d^involution de deux complexes A, B est dès lors la suivante 

34. Examinons quelques cas particuliers. 

La notion d'involution, telle que nous venons de la donner, tombe en défaut 
si l'un des complexes A, B est spécial. Mais nous pouvons continuer à dire que 
deux complexes sont en involution chaque fois que l'invariant simultané û(a| b) 
sera nul, même si a et 6 devenaient spéciaux à la fois. 

Au surplus, supposons que B soit spécial et soit z sa directrice. L'équation 

Q(a\b) = o 
s'écrit 



2 



dbt 
mais, comme 



dQ 

a/ = o; 



on a, en somme, 



dQ 



£ a/ z/ = o. 



Ainsi un complexe spécial est en involution avec tous les complexes qui con- 
tiennent sa directrice et réciproquement. 

Plus particulièrement encore, si A lui-même devient spécial, on voit, par 
application de ce théorème, que deux complexes spéciaux sont en invo- 
lution sous la condition nécessaire et suffisante que leurs directions se ren- 
contrent. 

On peut présenter à un autre point de vue la notion de complexes en invo- 
lution. 

Soit un complexe 

£a/âr/ = o: 

la condition pour que deux droites y, y soient conjuguées dans le complexe 
s'écrit, comme on sait, sous la forme 

- -^ = Pr/-^-p.r/ (*= I» 2, ...,6), 

où p, p' sont deux paramètres. 

Supposons que la droite j^ décrive le complexe 

2 btXi = o, 
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l'équation 

donne 

Si nous cherchons dès lors la condition pour que la droite y^ décrive aussi le 
complexe B, nous trouvons 

Mais si j^ fait partie d'un complexe B en même temps que y^ cela signifie que B 
est à lui-même son propre polaire réciproque par rapport au complexe A. 
On arrive donc au théorème suivant : 

Si deux complexes linéaires sont en involution, chacun d^eux est son 
propre polaire réciproque par rapport à l'autre. 

Si l'un des complexes est spécial, on retrouve la propriété des droites d'un 
complexe de coïncider avec leur conjuguée par rapport à ce complexe. 

35. La considération des complexes en involution joue le rôle le plus impor- 
tant dans la géométrie de la ligne droite. Elle est liée étroitement à la théorie des 
systèmes linéaires de complexes du premier degré. 

Nous avons appelé système à deux termes l'ensemble des complexes contenus 

dans Téqualion 

X A-f- jxB = o; 

pareillement, soient Â, B, C trois complexes linéaires non contenus dans un 
même sjstème à deux termes, nous appellerons système à trois termes l'en- 
semble des complexes représentés par l'équation 

XA-+-[jiB-hvG = o. 

Considérons encore quatre complexes linéaires A, B, C, D non contenus dans 
un même système à trois termes, les complexes linéaires représentés par l'équation 

XA-4-fxBH-vG-4-pD = o 

formeront un ensemble à quatre termes. 

Enfin, en prenant cinq complexes linéaires, A, B, C, D, E, non contenus dans 
un même système à quatre termes, l'équation 

XAH-jxB-4-vG-f-pDH-fflî) = o 
représentera un système à cinq termes. 
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système à cinq termes ou d^un même système à un nombre de termes moindre 
que cinq, V équation de tout complexe linéaire peut recevoir la forme 

XA-i-fxB-f-vG-f-pD-f-(jE-f-TF = o. 

Autrement dit, un système à siic termes coniprend tous les complexes linéaires 
possibles. Nous aurons à faire usage, plus loin, de ce théorème, à propos de la 
transformation des coordonnées. Pour le moment, nous ne nous écarterons pas 
des systèmes linéaires, qui sont Tobjet de noire présente étude. 

36. Considérons le système à p termes 
(il) Xi Al -+- XjAj-f- ...-+- XpAp= o, 

ou 

Soit le complexe ^UiXi=^ o, et exprimons que ce complexe u est en involution 
avec le complexe (i i), nous aurons 

Û(tt I Xiai-h . . . -h Xpttp) = o, 
c'est-à-dire 

Û( a I «1 ) Xi -f- . . . -H û( a I ap) Xp = o. 

On voit donc que, si Ton écrit 

(12) Û(a|ai) = o, Q(u\ai) = o, Q{u\ap) = Oy 

le complexe (u) sera tout d'abord en involution avec les complexes (a^ ), (^2), . . ., 
{ap)j et, de plus, comme conséquence, sera en involution avec tous les complexes 
du système kp termes (i i)* 
Les équations (12) s'écrivent 

Nous avons Ikp équations entre les ui; elles sont toutes distinctes, car, s'il en 
était autrement, on pourrait trouver des quantités pi, p2, ..., pp non toutes 
nulles et vérifiant les relations 

diliax) diliap) ., ^. 



Ces relations s'écrivent 



^(p.a.-^...-4-p^a,)^^ (.= ,,,, ...6), 

v(Pl «!/-*-• • • -+- 9p<^pi) 
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et, comme Û a son discriminant non nul, cela exigerait que Ton eût 

Pia!/-+-.- -4- P/,ap/ = o (« = !,a, .. .,6). 

Il en résulterait donc Tidentité 

piAi-f- . . . -f- ppAp= o, 

et les complexes A|, . . . , A^ feraient partie d'un système à {p — i) termes ou à 
un nombre moindre de termes. Ce serait contraire à notre hypothèse que le 
système (i i) est un système à p termes. 

Les équations (12) sont donc distinctes et permettent, en conséquence, de 
tirer p des ui en fonction des 6 — p autres. Les valeurs générales des ui qui 
vérifient les équations (12) auront donc la forme 

et les g sont des coefficients constants tels qiic, pour aucune valeur des [x autre 
que zéro, les Ui ne peuvent s'annuler tous à la fois. D'après cela, si Ton pose 

Gi = I.gi,iXi, G, = X^'j^/x/, . . . , Gs-p = :ùgi^p^iXi, 
les (6 — p) complexes G ne peuvent vérifier d'identité telle que 

pi G| -f- Pi Gj -+- p6-p Gi-p = o, 

ce qui signifie que ces complexes ne font pas partie d'un même système à 
6 — p — 1 = 5 — p termes ou d'un système à un nombre moindre de termes. 
L'ensemble des complexes eu involution avec tous ceux du système à p termes, 
lequel ensemble est représenté par l'équation 

S tt/ J7/ = fjii Gi -4- . . . 4- fxe-p Ge-p = o, 

forme donc un système à 6 — p termes. 
De là ce théorème : 

Les complexes linéaires qui sont en involution avec tous ceux d^un système 
à p termes forment eux-mêmes un système à& — p termes. 

Nous appellerons, pour abréger, systèmes complémentaires ces deux systèmes 
à/> et à (6 — p) termes, dont les complexes sont en involution. 

Prenons, par exemple, un système à cinq termes. Le système complémentaire 
ne comporte qu'un seul complexe. On a donc ce théorème : 

Les complexes d^un système à cinq termes sont orthogonaux à un complexe 
linéaire fixe. 
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37. Soient S, Sq deux systèmes complémentaires k p eih (6 — p) termes. Sup- 
posons que/7 soit au moins égal à 2; alors, parmi les complexes du système S, 
il y en a de spéciaux, comme on le voit en écrivant 

I2(at Xi -H . . . -i- apXp)= o, 
c'est-à-dire 

û(ai)Xf -f- û(a,)X}-f- . . . -+- û(ap)X«-+- 2Û(ai | at)X,Xj-f- 2Û(ai | «s)XiX8-t- . . . = o. 

Or les directrices de ces complexes spéciaux doivent appartenir à chacun des 
complexes du système complémentaire Sq I en effet, ces complexes spéciaux sont 
en involution avec tous ceux du système complémentaire Sq • donc, diaprés un 
théorème du n° 34, leurs directrices appartiennent à ces complexes. Réciproque- 
ment, toute droite commune à tous les complexes du système Sq est la directrice 
d'un complexe spécial en involution avec tous les complexes du système Sq! ce 
complexe spécial fait donc partie du système S. Énonçons donc ce théorème : 

Les directrices des complexes spéciaux contenus dans un système S ne sont 
autres que les droites communes aux complexes du système complémen- 
taire So- 

Ajoutons cette remarque : 

Les droites communes aux complexes d'un système S coupent toutes les 
droites qui sont communes aux complexes du système complémentaire S©. 

Ces droites sont, en effet, des directrices de complexes spéciaux qui sont en 
involution. 

38. L^introduction de la notion d'involution simplifie beaucoup le problème de 
la recherche des droites communes à plusieurs complexes linéaires. Nous avons 
déjà traité le cas de deux complexes; il reste encore le cas de trois et de quatre 
complexes. 

Soient trois complexes A, B, C ne faisant pas partie d'un même système à deux 
termes, nous nous proposons de chercher leurs droites communes. 
Considérons pour cela le système à trois termes 

S = XA-4- fxB-f- vC = o; 

le système complémentaire Sq est également un système à trois termes. Cherchons 
les complexes spéciaux contenus dans le premier système S. Nous écrirons 

û(Xa -4- J16 H- cv) = o, 
étant donné que 
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Nous aurons, en développant, 

( Û(Xa-!- a6-f-vc) 

\ =û(a)X«-f-U(^»)fx«-f-Û(c)v«-f-9.û(al6)Xjn-att(a|cUv-h2Û(6|c)fJiv =o; 



je pose 



(i4) 



V(a|6|c) = 



Û(a) 12(a|^») Q(a\c) 
Q{b\a) Q{b) Q(b\c) 

Q(c'a) Q(c]ô) û(c) 



en sorte que W est le discriminant de la forme quadratique (i3). Ce discriminant 

est un invariant simultané des complexes A, B, C. Mais il y a plus; c'est aussi un 

combinant, comme la fonction <^(a | b). Si, en effet, on remplace A, B, C par des 

combinaisons telles que 

A| = p A -f-y B-f-r G, 

B,r-.;>'A-4-y'B4-r'G, 

G, = p'A-4-/B-f-r'C, 

où le déterminant 

p q r 

P' q' ^ 

p" q" r" 1 

n^est pas nul, la fonction W se reproduit multipliée par le carré de ce détermi- 
nant. Observons, en passant, que, si Ton remplace A, B, C par des expressions 
telles que A|, B|, C|, pour lesquelles le déterminant ^zhpq'r" ne soit pas nul, 
cela revient à effectuer, dans la forme (i3), la transformation linéaire 

X =^/?Xi-4-/>>,-f-/>%,, 
V = r Xi -r- r' [Jii -h r'vj 

sur les variables À, [x, v. On peut profiler de cette remarque pour réduire la 
forme (i3). Ainsi, si l'invariant W n'est pas nul, la forme (i3) est réductible à 
trois carrés ou, ce qui est la même chose, au type 

Xjx — v*. 

Si W est nul, mais non tous ses mineurs, la forme (i3) est le produit de deux 
facteurs et l'on pourra supposer la forme ramenée au type 

X[i. 



Si W est nul, ainsi que tous ses mineurs, la forme est un carré parfait et l'on 
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pourra supposer que ce carré est 



V'. 



Enfin il se peut que la forme (i3) soit nulle identiquement. 
Nous avons ainsi les quatre cas qui peuvent se présenter dans Tintersection de 
trois complexes du premier degré. Examinons-les successivement. 

39. Dans le premier cas, on devra avoir 

Û(a) = o, û(6) = o, 12(a|c) = o, Q(b\c) = o, aû(a | 6) =— Û(c) = i. 

Les deux premières équations prouvent que les deux complexes A, B sont spé- 
ciaux, et, à cause de 2Q{a\b) = i, on voit que leurs directrices ne peuvent se 
couper, puisque Û(<2 | 6) = o est la condition de leur rencontre. La troisième et 
la quatrième équation prouvent que ces directrices font partie du complexe C. 

Maintenant on vérifie de la façon la plus générale Téquation 

X{JL — v> = o, 

en prenant 

où t est un paramètre, en sorte que tous les complexes spéciaux du système sont 

représentés par l'équation 

2(a//*-f- Cit -h bi)xi^ o. 

Les coordonnées de la directrice z de Tun de ces complexes seront 

àÇliaf^-^ct-it-b) 

Zt = > 

d{ait'^-\-ctt-^-bi) 

ou encore 

• 

dQia) . <^û(c) dû(6> 

Zt = ^ - 1* -\ / -t- • 

dui dci dbi 

Le lieu de ces directrices z est donc une série réglée, et même une série réglée 
du second ordre, car, si l'on cherche combien de droites de la série coupent la 
droite fixe^/, on est conduit à Téquation du second degré en t 

dyi'dat y ^l2ddyi da Y '^ l2d dyt dbi \ ^ ""' 

Une série réglée peut être constituée par les génératrices d'une surface réglée, 
par celles d'un cône, ou bien enfin par les tangentes d'une courbe plane. Dans 
ces deux derniers cas, la série réglée est contenue dans un hyperfaisceau. 

Fac. de T. - VI. 4 
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Or, tel n'est pas ici le cas, car, si cela avait lieu, les directrices des complexes 
spéciaux A et B devraient se couper comme faisant partie d'un même hyper- 
faisceau. L'expression û(a | b) devrait être nulle, ce qui n'a pas lieu. 

Il faut donc conclure que les directrices de nos complexes spéciaux forment 
une surface réglée, laquelle est du second degré, puisque la série réglée des direc- 
trices est du second ordre. 

On a donc ce théorème : 

Les directrices des complexes spéciaux d'un système à trois termes consti- 
tuent généralement les génératrices rectilignes d'une famille d'une qua- 
drique. 

Nous dirons, pour abréger, qu'elles forment une demi-quadrique. Les 
génératrices du second système de cette quadrique constitueront ce que nous 
appellerons la demi-quadrique complémentaire de \dL première. 

Il est maintenant facile d'avoir les droites communes aux trois complexes A, 

B, C. L'ensemble de ces droites appartient à tous les complexes du système à 

trois termes 

X A -T- {1 B -T- V C = o, 

et peut être défini en prenant trois complexes quelconques A|, B|, C| de ce sys- 
tème, pourvu que ces trois complexes ne fassent pas partie d'un même système à 
deux termes. Or c'est précisément le cas de trois complexes spéciaux A|, B|, C| 
du système; en effet, leurs directrices ne se coupent pas, puisque ce sont les 
génératrices d'une même demi-quadrique. Le système à deux termes 

pAi-i- 7B| = o 

m 

ne comporte donc pas d'autre complexe spécial que Ai et B|, et, par suite, A{, 
Bf, Cl ne peuvent faire partie d'un même système à deux termes (il pourrait ne 
plus en être de même si les directrices de A| et B| se coupaient). 

Les droites communes aux complexes du système à trois termes sont donc 
définies par la condition de couper trois génératrices quelconques de la demi- 
quadrique ^, lieu des directrices des complexes linéaires spéciaux du système. Ces 
droites constituent donc la quadrique complémentaire ;^o- Énonçons dès lors ce 
théorème : 

Les droites communes à trois complexes A, B, C non compris dans un 
même système à deux termes, et, par suite, les droites communes à tous les 
complexes du système à trois termes 

1 = X\-H;jLB-hvC = 
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forment une demi-quadrique ^o> complémentaire de la demi-qiiadrique ^ 
lieu des directrices des complexes spéciaux contenus dans le système à trois 
termes. 

On ne manquera pas d'observer que le système Sq à trois termes, complémen- 
taire du système S, admet la demi-quadrique i^© comme lieu des direclrices de ses 
complexes spéciaux, et que les droites de la demi-quadrique ^sont, au contraire, 
communes à tous les complexes du système Sq. Cela résulte du corollaire qui 
termine le n° 37. 

40. Nos raisonnements supposent que W n'est pas nul ; admettons maintenant 

que V= o; nous savons que la forme (i3) peut être réduite à \^\ cela nous 

donne 

û(a) = o, Û(6) = o, Û(c)=o, û(^>c) = o, ii(c|a) = o; 

mais Û(<2 | b) n'est pas nul. 

Les complexes A, B, C sont spéciaux, d'après les trois premières équations. 
Les deux dernières nous prouvent, en outre, que la directrice A^ du complexe C 
coupe les directrices A^, A^ des deux autres complexes ; mais celles-ci ne se cou- 
pent pas elles-mêmes puisque Û(a { b) n'est pas nul. 

Soit F le point de rencontre de Ag et de A^, F' celui de A^ et de Ag ; ^ le plan 
de Ac et de Aj^ ; ^' celui de A^ et de Ag. 

Les complexes spéciaux du système à trois termes, eu égard à l'équation 

se décomposent en deux familles, savoir 

jiB4-vC = o et XAh-vC = o. 

Chacune de ces familles constitue un système à deux termes, et, d'après ce que 
nous savons, sur ces systèmes, puisque les complexes qui les composent sont tous 
spéciaux, leurs directrices forment un faisceau plan. 

La famille 

XA -f- vG = o 

est donc composée de complexes spéciaux dont les directrices engendrent le fais- 
ceau plan (F, ^), tandis que le faisceau (F', ^') correspond à la seconde famille. 

On observera que les deux faisceaux plans (F, ^), (F', <^') ont une droite com- 
mune Ac, directrice du complexe C. 

Il est maintenant facile d'avoir les droites communes aux complexes du sys- 
tème à trois termes. Une quelconque de ces droites est définie par la condition 
de couper toutes les droites des faisceaux (F, ^), (F', ^').. Si elle ne passe pas 
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par F, elle esl donc dans le plan ^, et si elle ne passe pas par F', elle est dans le 
plan «!>'. Ces droites sont donc celles des deux faisceaux plans (F, ^'), (F',<t). 
On voit que les couples (F, 4>'), (F', 4>) sont les inverses (n° 21) des couples 
(F, *), (F, *'). 

Les droites des faisceaux (F, ^), (F', 4>') constituent ainsi une dégénérescence 
des droites d'une demi-quadrique, tandis que les faisceaux inverses (F, 4>'), (F', ^) 
constituent la demi-quadrique complémentaire dégénérée. 

Il est fort digne de remarque qu'une nouvelle conception des quadriques con- 
duit, pour ces êtres géométriques, à un mode de dégénérescence qu'on ne ren- 
contre pas lorsqu'on les définit soit par leurs points, soit parleurs plans tangents. 
On sait, du reste, que ces deux dernières définitions conduisent chacune à des 
dégénérescences propres : cônes ou plans pour les quadriques ponctuelles ; co- 
niques ou points pour les quadriques tangentielles. 

Une quadrique ponctuelle ne peut pas devenir une conique ou un point, pas 
plus qu'une quadrique tangentielle ne peut devenir un cône ou un plan. Au nou- 
veau point de vue où nous nous plaçons, la quadrique peut dégénérer en quatre 
faisceaux plans inverses (F, ^), (F', ^'), (F', ^), (F, 4>'), les deux premiers 
représentant les génératrices d'un système et les deux autres celles de l'autre. 

41. Admettons maintenant que l'invariant W soit nul ainsi que ses mineurs du 
premier ordre. Alors la forme est un carré parfait qu'on peut supposer être v*. 
Il vient, dans ce cas, 

Û(a) = o, Q(b) = o, Q(a\b) = Oy û(a|c) = o, Q{b\c) = o, 

mais û(c) n'est pas nul. 

Les complexes A, B sont spéciaux et, à cause de ù(a | 6) = o, leurs directrices se 
coupent. Soient Fie point et ^le plan commun. Puisque ù{a | c) = o,û(6 [ c)=:o, 
les droites directrices de A et de B appartiennent au complexe non spécial G, et, 
par suite, F est le pôle du plan ^ dans ce complexe. On en déduit aussitôt que 
les droites communes aux complexes A, B, G ne sont autres que celles du fais- 
ceau plan (F, ^). Gomme, du reste, les complexes spéciaux du système forment 

le système à deux termes 

XA -I- jJiB = o, 

il est clair que les directrices de ces complexes spéciaux sont également les 
droites du faisceau plan (F, 4>). 

Si l'on envisage le système complémentaire S© du système S considéré 

S = XA -4-|xB -f-vG, 
on voit que les complexes du système Sq ont en commun les droites du faisceau 
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(F, 4>), comme ceux du système S, et les complexes spéciaux sont représentés 

encore par 

XA H- fiB = o. 

Ce cas n'est autre que le précédent, mais dans lequel les faisceaux (F, 4>), 
(F', 4>') coïncident. 

42. Il reste enfin, pour épuiser les systèmes à trois termes, à traiter le cas où 
la forme (i3) est identiquement nulle. Tous les complexes du système 

S = XA H- |jiB-f-vG = 
sont spéciaux. Soit z la directrice de Tun de ces complexes, on a 

dat dbi ^ âci 

et, par suite, ces directrices forment un hyperfaisceau. 

Le système S est donc composé de complexes spéciaux dont les directrices 
forment un hyperfaisceau. Les droites mêmes de cet hyperfaisceau sont, dès lors, 
les seules qui soient communes à tous les complexes du système. 

Ce cas offre ceci de remarquable que le système S coïncide avec son complé- 
mentaire. Le lecteur prouvera facilement que c'est le seul cas où ce fait se pré- 
sente. 

Il est assurément fort remarquable que les complexes linéaires d'un tel système 
à trois termes puissent avoir, en commun, une congruence de droites (déclasse i 
et de degré zéro, ou de classe zéro et de degré i), sans que pourtant il existe entre 
trois quelconques de ces complexes une relation linéaire. Ce fait montre avec 
quelle circonspection doivent être traitées ces questions, et explique le soin peut- 
être un peu minutieux que nous avons cru devoir apporter dans cette partie de 
notre exposition. 

43. Arrivons maintenant aux droites communes à quatre complexes linéaires, 
et aux systèmes à quatre termes. Soit S un tel système, représenté par l'équation 

2=:XA-f-fxBH-vG-4-pD = o. 

Le système Sq complémentaire étant à deux termes, nous pouvons utiliser ce 
que nou3 savons des systèmes à deux termes et des systèmes complémentaires. Le 
système à deux termes contient deux complexes spéciaux qui peuvent coïncider 
dans certains cas : il peut aussi se composer de complexes spéciaux dont les 
directrices forment un faisceau plan. Voyons ce que sont les systèmes complé- 
mentaires à quatre termes correspondants. 
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D'abord, dans le cas général, nous vojons que les complexes du système Z à 
quatre termes auront deux droites communes A, A', directrices de la congnience 
linéaire commune aux complexes du système à deux termes. Donc : 

Quatre complexes linéaires y non compris dans un même système à trois 
termes, ont, en général, deux droites communes A, A'. 

La congruence dont A, A' sont les directrices est le lieu des directrices des 
complexes spéciaux du système. 

Accidentellement, A et A' peuvent coïncider : la congruence des directrices 
des complexes spéciaux est alors singulière. 

Enfin, il y a le cas où tous les complexes du système à deux termes complé- 
mentaires So sont spéciaux. Soit (F, ^) le faisceau plan formé par les directrices 
de ces complexes spéciaux. Les complexes du système à quatre termes ont alors 
(d'après un théorème établi n° 37) toutes les droites du faisceau (F, ^) en 
commun, et pas d'autres. 

Les complexes de ce système à quatre termes sont alors définis par la pro- 
priété d'admettre un faisceau plan de droites donné (F, ^). 

Comme dans les cas précédents, on pourrait introduire la forme en À, ul, v, p, 

Si( a X -h 6 fi-h cv -+- </p ) = o, 
et son discriminant 

Q(a) Û(a|6) Û(a|c) Q(a|</) 

Û(6|a) Û(6) i2(6|c) Q{b\d) 

Q(c|a) Û(c|6) 12(c) il{c\d) 

Û(</|a) iï{d\b) iï(d\c) Q(d) 

lequel est un combinant. Si ce discriminant n*est pas nul, on est dans Je cas 
général. S'il est nul, les droites A, A' coïncident. 

Si ses mineurs du premier ordre sont nuls, tous ensemble, on est dans le cas 
où les complexes ont en commun un faisceau plan de droites. 

Je laisse au lecteur le soin de démontrer ces résultats, si analogues à ceux 
que nous avons déjà rencontrés pour les systèmes à trois termes. On verra que 
la forme en )., u, v, p ne peut être nulle identiquement, ni même être un carré 
parfait. 

44. Nous compléterons cette étude des systèmes linéaires de complexes par une 
remarque concernant les systèmes à cinq termes. 

Soit A, B, C, D, E cinq complexes non contenus dans un même système à 
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quatre termes. Si l'on résout les cinq équations 

A = o, B = o, C = o, D = o, E = o, 
les valeurs de ^i , . . . , ^o correspondantes ne vérifieront pas, en général, Téquation 

(i}{x) = o, 

en un mot, cinq complexes linéaires n'ont pas, en général, de droite commune. 

Le système complémentaire se réduit à un complexe linéaire unique, comme 
nous Tavons fait remarquer au n^ 37, et, diaprés les résultats obtenus au même 
eadroit, puisque les droites communes aux complexes d'un système sont les di- 
rectrices des complexes spéciaux du système conjugué, cinq complexes linéaires 
non compris dans un même système à quatre termes ne peuvent avoir qu'une 
seule droite commune, à savoir la directrice du complexe complémentaire, 
lequel encore désira être spécial. 

Réciproquement, les complexes linéaires qui contiennent une droite donnée z 
forment un système à cinq termes, à savoir le système complémentaire du système 
à un terme constitué par le complexe linéaire dont ;; est la directrice. 

45. Au cours de cette exposition, nous avons introduit successivement les 
invariants û(a), ^(a | 6), W{a \b\c)^ et nous en avons indiqué un autre relatif 
aux systèmes à quatre termes; le système à cinq termes a aussi un invariant. On 
peut représenter ces combinants d'une façon uniforme comme il suit. Soit 

la forme fondamentale, on a, à un facteur constant près, cette expression de 
Û(a) 

a>ii a>|{ ... (Ofs a\ 
a>ii (022 ..• ^26 a. 



••• •■• •• 



a, as 



b>es as 



ae o 



On aura de même pour ^(a | i) 



• • • • 


. . a>,6 
• . . • • 


a, 

• 


• * 
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et pour W(a| b \ c), 



(1)1, . 


. . a,6 


«1 


t>x 


Ci 


<*>6! . 


. . ^66 


«6 


b. 


Ce 


a, .. 


. «6 











61 .. 


. ^6 











c, . 


.. c« 












L'invariant d'un système à quatre termes s'obtiendra en bordant, à droite et en 
bas, avec une ligne de plus d^ ... d^ 0000; en ajoutant encore une autre bordure 
à droite et en bas ei . . . eo o o o o o, on aura Tinvariant du système à cinq termes. 
Cet invariant s'annule si les complexes du système ont une droite commune, c'est- 
à-dire si le complexe complémentaire est spécial. 

46. Faisons enfin remarquer, en terminant ce Chapitre, quMl résulte de la dis- 
cussion précédente que tout complexe P qui contient les droites communes k p 
autres A, B, . . ., D, non contenus dans un même système à {p — 1) termes ou à 
un nombre de termes moindre que (/> — 1), fait partie du système kp termes 

P= XA4-fjiB-i-...-+-pD = o. 

Le lecteur vérifiera facilement cctle remarque que je me contente ici d'énoncer. 
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CHAPITRE IV. 

PRINCIPES DE GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE EN COORDONNÉES 

DE DROITES. 



Surfaces gauches. — Corrélation de Ghasles. — Quadriques de raccordement et con- 
gruence des tangentes. — Hyperboloïde osculateur. — Contact d'une surface gauche avec 
un complexe linéaire. — Contact des divers ordres. Série réglée à enveloppe. — Faisceau 
osculateur. — Cas du cône et de la courbe plane. — Théorème sur les courbes dont les tan- 
gentes font partie d'un complexe linéaire. — Éléments de contact de Lie. — Faisceaux 
plans dépendant d'un paramètre. — Bandeaux. — Théorème général sur les faisceaux 
plans à enveloppes. — Propriétés infinitésimales du premier ordre des complexes de 
droites. — Complexes tangents. — Corrélation normale. — Ses propriétés. — Faisceaux 
plans d'un complexe. — Invariant de Klein. — Droites singulières. — Surface de singula- 
rités. — Théorème de Pasch. — Complexes singuliers. — Théorème de Cayley et Klein. 
— Congruences. — Surfaces focales. — Couples focaux. — Développables. — Complexes 
linéaires tangents. — Cas particuliers. — Invariant. — Congruences de tangentes asym- 
ptotiques. — Cas de dégénérescence. 



47. Nous allons, dans ce Chapitre, déyélop^er les premiers principes de Géo- 
métrie infinitésimale en coordonnées de droites. 

Supposons qu'une droite x dépende d'un paramètre t] elle engendre une série 
réglée qui peut constituer une surface gauche^ une développable, un cône ou 
Tensemble des tangentes d'une courbe plane. 

Examinons d'abord le cas où la série constitue une surface gauche. On sait que 
la distribution des plans tangents en chaque point d'une génératrice rectiligne 
s'opère au moyen d'une corrélation homographique, dont nous avons déjà parlé, 
et que nous appelons la corrélation de Ghasles. 

L'ensemble des tangentes à la surface en tous les points de la génératrice x 
constitue une congruence linéaire singulière; tous les complexes linéaires qui 
contiennent cette congruence définissent sur x la même corrélation normale, à 
savoir la corrélation de Ghasles. 

Ges complexes forment un système à deux termes facile à représenter. 

On peut regarder la congruence des tangentes comme l'ensemble des droites 

assujetties à couper les droites voisines x et x + a^ dt^ oh x' = •^« Elle est donc 
Fac. de T. - VI. 5 
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définie par les deux équations suivantes, oii y est la droite courante, 
c'est-à-dire 






yi = o. 



Le système à deux termes considéré aura donc pour équation 

OU encore 

(3) w(Xa7 4- iix' \y) = o. 

On voit qu'il ne contient qu*un seul complexe spécial, car les complexes spé- 
ciaux du système, d'après la forme de Téquation (3), auront pour directrices des 
droites dont les coordonnées seront comprises dans la formule 

Xxi -h {1x5; 

or ces expressions ne sont les coordonnées d'une droite que si 

a)(Xa7 -+- fia:') = o, 
c'est-à-dire, si 

ou enfin, si 



(o(a?)X' -H 2a>(a7 1 ar')X[x-+- ui{x')ii^ = o, 



car 



cu(a7)=o, 2tM){x\x)= — ■ '^ = o. 



Il se pourrait que ts)(x') fut nul; mais alors, comme nous le verrons plus loin, 
la série réglée ne constitue plus une surface gauche. Dans l'hypothèse où nous 
nous plaçons, il n'y a donc qu'une seule solution, à savoir 



(Jl = o. 



On dit de deux surfaces réglées qu'elles se raccordent suivant une génératrice 

coaunuDe si, en chaque point de cette génératrice, le plan tangent est le même, 

'ni exige que la corrélation de Ghasles soit la même pour les deux surfaces. 

i une infinité d'hyperboloïdes et de paraboloïdes qui remplissent cette condi- 
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lion, ce sont les quadriques de raccordement ; dont Tusage est si répandu en 
Géométrie descriptive. Tonte quadrique contenue dans la congruence linéaire des 
tangentes est évidemment une quadrique de raccordement. 

48. Je désigne par C^ cette congruence linéaire; il est clair que la droite voi- 
sine donne lieu à une autre congruence CjH-rfx; on peut démontrer que ces 
deux congruences ont en commun une même demi -quadrique. 

En effet, les équations (i) représentent C, ; si l'on y change :r en x -^ x' dt et x' 

en af-^x^dt^ où x]^= —r-t on aura la représentation de Cj.H-rfx; on trouve 



ainsi 



(4) 



ces équations, jointes aux équations (i), ne donnent en tout que trois équations 

,^. V^(?{i)(ir) v^<^(o(:r') x^<)a)(j''') 

(5> ^-^ïT-^'^"' jL-u^y'=''' 2é—d^y'=''- 

Ces trois équations sont celles de trois complexes, qui ont en commun une 
demi-quadrique ^. 

Une droite quelconque y de cette dcmi-quadrique doit, d'après les équa- 
tions (5), couper trois droites consécutives de la surface réglée; ces droites j^ sont 
donc les tangentes asyniptoliques du second système menées en tous les points de 
la droite x\ la demi-quadrique s^est ainsi constituée par un système de généra- 
trices de Vhyperboloïde osculateur de la surface. 

49. La demi-quadrique complémentaire ^q se trouve reliée à la théorie géné- 
rale du contact d'une surface réglée avec un complexe linéaire. 
Soit un complexe linéaire 

-?/^/ = o, 

nous dirons qu'il a, avec une surface réglée donnée, un contact du ^»'"'*' ordre 
s'il contient (/> 4- i) génératrices consécutives de la surface. 
Les complexes tangents vérifient donc les deux équations 

lesquelles indiquent que ces complexes linéaires tangents forment un système à 
quatre termes, complémentaire du système à deux termes représenté par l'équa- 
tion (2). 
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(Considérons maintenant les complexes qui ont, avec la surface, oo coolact du 
second ordre; ils sont soumis aux conditions 



(6) 



S ;/ J-/ = O. Z liX'i = O 1 \il\ = O. 



Ces équations ne se réduiraient à deux que si Ton avait les six relations 



ax/ — 5x, — yj:/ = o, 



I = i.a. ...6>: 



or, dans ce cas, les Xi étant solutions d^une même équation du second ordre, on 
pourrait poser 

Xi = C/T -J- C/To, 

les C|, Q désignant des constantes, et T, T© des fonctions de f : la série réglée 
se réduirait à un faisceau plan. 

Les équations (6) étant suj>posées distinctes, les complexes qu'elles définissent 
forment un svstème à trois termes. 

Le sjstème complémentaire nous est connu, c'est le système 



(7) 



X^r, c^cofj:) ôîuix) ôto(x')'\ 

jkid\^ dXi OTi oxi y 



lequel comprend tous le6 complexes linéaires qui contiennent la demi-qua- 
drique ^. 

En effet, Tinvolution du complexe (-) avec le complexe \ s'écrit 



(8) 

en posant 



2û(?|«) = 2 



ÔUi 



?/ = o. 



, dtMiix) àoiix') ôw(x') 
Ui = A — -il 7-^ -uv— ^V-» 



OXi 



et, comme de cette équation de définition on tire 



A-T/ — UT; -«- V J-/ = 



Oil(u) 



OUi 



Téquation (8) s'écrit 



XSÎ/x/-+-fji2:î,x>-vS,^jî = o. 



Tous les complexes (7) sont ainsi en involulion avec les complexes i qui vérifient 
les équations (6). 

Les complexes ; ont donc bien en commun la demi-quadrique ^0» complémen- 
taire de la quadrique ^ c'est-à-dire les génératrices de Thyperboloïde osculateur 
de même système que x. 
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50. Considérons maînlenant les complexes qui ont, avec la surface, un triple 
contact; ils sont défînis par les quatre équations 

lesquelles sont distinctes, à moins que Ton n^ait six équations de la forme 

Or, sî cela a lieu, les Xi ont la forme 

(10) Xi = G/T-f- CiTo + GJToo, 

où les C sont des constantes, et T, To, Tqo trois fonctions de t. 

Formons 

tû(x) = (o(GT -f- G'To-4- G'Too) = o, 

ou, en développant, 

co(G)T«-+-a>(G')Tî-+-(o(G')T2o^-2w(G|G')TTo-ha(o(G|G'')TToo4-aa)(G'|G')ToToo = o. 

Si 'les coefficients de cette forme en T, T©, Too sont nuls identiquement, la 

droite x est contenue dans un hyperfaisceau fixe; la série réglée est formée des 

génératrices. d'un cône ou des tangentes d'une courbe. Ce cas exclu, il peut se 

faire encore que Téquation quadratique ci-dessus ne soit pas identique. Mais alors 

on vérifie cette équation en prenant pour T, Tq, Too des polynômes du second 

degré d'un paramètre s, que l'on peut substituer au paramètre t. Les formules (10) 

prennent la forme 

Xi=DiS^-\- Di5-hD;. 

La série réglée est alors une demi-quadrique. 

Ce nouveau cas exclu, les équations (9) sont distinctes, et les complexes Ç, qui 
les vérifient, forment un système à quatre termes. Le système à deux termes 
complémentaire comprend deux complexes spéciaux, dont les directrices A, A' 
possèdent la propriété, en vertu des équations (9), de couper quatre génératrices 
consécutives de la surface. Ces droites A et A' ont donc un contact du troisième 
ordre avec la surface, chacune en un point de la droite x. 

Si l'on considère l'hyperboloïde osculateur relatif à une droite x et l'hypcrbo- 
loïde osculateur relatif à la droite voisine x-\-dx, ces deux hyperboloïdes se 
coupent suivant deux génératrices voisines de x et suivant deux autres généra- 
trices du système opposé. Ces deux génératrices sont les droites A et A'. 

Considérons enfin un complexe linéaire qui ait un contact du quatrième ordre 
avec la surface réglée. On devra avoir 

£?/a?/=:o, 2Ç/ari=o, 2j^arJ=o, 2j/a:7=o, 5:$/ar;^=o, 
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et ces cinq équations, si elles sont distinctes, définiront les rapports des Ç; le com- 
plexe sera parfaitement déterminé. 

Il n'y aurait indétermination que sMl existait six équations de la forme 

équations qui prouvent que, entre les Xi, il existe au moins deux relations 
linéaires à coefficients constants. 

La surface ou série réglée fait donc partie , dans ce cas , d'une congnience 
linéaire. Les surfaces réglées contenues dans une congruence linéaire jouent un 
rôle fort important et nous les retrouverons plus loin. Pour elles, le complexe 
osculateur est forcément indéterminé. 

Si l'on considère les complexes osculateurs relatifs à deux droites voisines x et 
X -\- dx d'une surface réglée, les directrices de leur congruence commune sont 
les droites A et A' déjà définies. 

Trois complexes osculateurs consécutifs ont en commun la demi-quadrique ^o 
déjà définie. 

Quatre complexes osculateurs consécutifs ont en commun deux droites infini- 
ment voisines de la droite x. 

Le lecteur prouvera aisément ces propriétés. La dernière montre que, si l'on 
prend arbitrairement un complexe linéaire dépendant d'un paramètre, ce com- 
plexe n'est pas toujours osculateur à une surface réglée; car quatre complexes 
consécutifs du système se coupent suivant deux droites qui sont généralement 
distinctes. 

51. On a exclu, jusqu'ici, l'hypothèse de o)(^') = o. Soit maintenant 

ui(x') — o. 

Les complexes (a) sont tous spéciaux, et les :r^. sont les coordonnées d'une 
droite x' qui est la directrice de l'un de ces complexes. Les droites x^ x^ se 
coupent en un point O et ont en commun un plan tt; les droites du faisceau 
plan (O, tt) sont précisément les directrices des complexes (a). La congruence Cx 
des droites qui coupent deux droites consécutives x et x -\- x' dt se décompose 
donc ici dans l'ensemble des droites du plan t: et l'ensemble des droites issues du 
point O. 

On peut dire que les droites consécutives x elx -h xfdt se coupent au point O 
et ont en commun le plan t. On peut même apprécier à quel ordre infinitésimal 
près cette rencontre a lieu. 

En effet, la condition de rencontre de deux droites x ei z peut s'écrire 



• • • . 
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attendu que ct)(^) = o, o)(5) = o. Prenons 

Z/ = Xi-h Xi Ùit -+- Xi h Xi -r h . . . , 

2 6 

et Ton trouve sans peine 

.(.-.) = o>(.') ..«.- I rM^) ..... [1 ^15^ - f^ .(^)] ..» 

SI donc o)(j:') est nul pour chaque droite de la série réglée, tù{z — x), qui est 
généralement du deuxième ordre, se réduit au quatrième 

(11) txi{z—X)=— ijtii{x'')^t^-\-,..\ 

on retrouve là, sous une autre forme, une propriété mise en évidence pour la 
première fois par M. Bouquet. 

Nous verrons, en effet, que, si l'on fait usage d'éléments métriques, ct)(^ — x) 
est proportionnel au produit de la plus courte distance/? des droites x ti z par le 
sinus de leur angle e ou par cet angle lui-même, soit 

Si l'on prend comme infiniment petit principal l'élément e de l'arc de l'indicatrice 
sphérique des génératrices de la série réglée, pz sera d'un ordre infinitésimal 
supérieur d'une unité à celui de p. Si donc iù{x') est nul, p e étant du quatrième 
ordre,/? sera du troisième, et c'est là justement le théorème de M. Bouquet. 

En général, la série réglée sera formée des tangentes d'une courbe gauche. Le 
point O de rencontre des droites consécutives sera le point de contact de la 
courbe avec x, et le plan tz sera le plan osculateur. D'après cela, les droites du 
faisceau plan (0,7i:), que j'appellerai le faisceau plan osculateur, auront une 
représentation de la forme 

(12) Xi-^r^x), 

Cette représentation nous sera très utile. 

. 52. Il se pourrait, cependant, que la série réglée fût formée des génératrices d'un 
cône ou des tangentes d'une courbe plane; mais alors les formules prennent un 
caractère très spécial. On remarque, en effet, que deux droites quelconques de la 
série réglée se coupent dans ce cas, puisqu'elles font toutes partie d'un même 
hyperfaisceau (gerbe ou système plan). L'expression o)(s — x) doit donc être 
rigoureusement nulle, et, par suite, il faudra avoir 

tsi{af) = o, 

car le terme A^^ doit disparaître. Il est inutile de chercher à exprimer que les 
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ei -^n A/'. ... disparaîsseot. Je \àié, en effet. prouTer que, si Ton a 



ru x' = o. 



la i^ri^ ré^ée e?t contenue dans un hvperfaisceaa. 
On tire, en effet, des équations 



**# X • = o. «•■' X ■ = o. e» x' • = o. 



par différentîation. Tensemble des équations 

tu X' X J = O. fu- x' T = o. ^ X* X» =o. 

•s* ■ X x' ■ — O. eu ■ x' X = O. to X* X J = o. 

rt»' X x' I = o. es*' x' x' ■ = o. e» x' x' » = o. 
tux x'^t = o. W'x' x"'i=o, »x' x''^ = o. 

qui peuvent se résumer en disant que (x,,X2. ...,Xf), *,J!"i • -r^, ...,x^), 

(x* , Xj^ . . . , x^ •• * x,'. x] xjj » sont quatre svstèmes de solutions des éqaa- 

tîons linéaires en £/,. u^ !/« 



V^ Otot X « 
2<otX tt> => 11/ = O, 



/ l3 I ' 2<u« X II I = > «i = o, 

- V^ àfuix^) 

2WI X I a » = > r^; II, = O. 

Ces trois équations en i// sont distinctes, car, s^il eustait une identité de la 
forme 



on aurait 



ou 



À Col X . Il ) -T- Utoi x' ll»-r-VùHX' Il f r= o. 



- fftjjiX) Ots>> X ) 0tan X ) 

A ^ — -J. r- > , , = O 

<fXi oxi dxi 



0(u' /.x -¥- '±X — vr ) 

— :^ '—. ;— = o (I = I. j b>. 



fft AX/ — JXXi — >X, ) 

et, comme ai a son discriminant non nul. cela exigerait que Ton eût 

Àx/ — îxx/ — vx/ = o {i = ij 2 6 ». 

Nous avons déjà vu que, dans ce cas, la série réglée est un faisceau plan. 

Dès lors, les trois équations (i3; étant distinctes et ayant lieu entre six varia- 
bles, tout système de solutions de ces équations se déduit linéairement de trois 
autres systèmes particuliers, mais indépendants. Il doit donc exister des relations 



/ ;■ 
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Soient, plus généralement, un faisceau quelconque (o, t:) et a, b deux droites 
de ce faisceau, dépendant d^un paramètre t. Toute droite z du faisceau sera repré- 
sentée par 

Zi =: AT/). -H bi\L, 

Je considère une droite variable quelconque C passant au point O et dépen- 
dant aussi du paramètre t ^ la gerbe des droites issues de O sera représentée par 

4j/ = a/A-i-ô/LL-T-c/v; 

à chaque valeur de A : a : v correspond une droite z de la gerbe, et si a : ;x : v 
sont fonctions de /, la droite z se déplace avec le point O. Cherchons ce que sont 
\y |ji, V lorsque z est précisément la tangente à la courbe lieu du point O. 

Il suffit d'écrire que A : a : v sont des fonctions de / telles que la droite z a 
une enveloppe qu'elle touche au point O, on d'exprimer que le faisceau osculateur 
a deux de ses droites dans la gerbe. La droite ;; est déjà une droite du faisceau; 
il suffit donc d'écrire que la droite z\ dont les coordonnées sont 5',, .. ., s^, 
fait partie de la gerbe ou que 

c'est-à-dire 

«'/X -4- 6Jji -H c'/v -h a/).'-+- 6/îi'-i- c/v' = a/e h- bitx -+- c/e^, 

équations de la forme 

(14 ) ài\ -H 6/[x -h c'/v = at^ -h 6|T -+- Ci":, 

Je multiplie par — p— ^ et je somme de i= i k i = 6; il vient 

o>(a|a')X-4-a)(a|6')fi-+-o>(a|c')v = cu(a) p -f- a)(a j 6) t -+- ci>(a | c)t = 0, 

car 

co(a) = o, a>(a|6) = o, o>(a|c) = o. 
On a aussi 

cu(a I a) = o, 
il reste donc 

to(a|6')[x-+-a)(a|c')v = 0. 

Mais comme (o(a | c) = o, on a 

p^ — - = a>(a'|c)4-co(a| c ) = o, 

et, par suite, l'équation obtenue peut s'écrire 

tx}(a\ b')iA. — w(c I a') V = 0. 

On trouverait de même 

w(aj6')X — (o(^|c')v =0, 

cu(c|a')X — (o('6|c')ji=o 
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M'iit tombe en 
■ il point et un 

n litre, consti- 

uinée a priori 

-(^inble possède 

On a, dans ces 



.cpendent de plu- 
es faisceaux plans. 
:; les coordonnées 



Lés x^y, z^p^ q. 
aramètres et que, de 
iQt O ait lieu, au se- 
soit la loi de variation 

plan 71. 



entre x^ y^ z. 

où entre x^ y^ z 11 exis- 



î «Mitrex,y une relation, 

lel 
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soient les coordonnées de la tangente à la courbe lieu du point O, laquelle, par 
hypothèse, appartient au faisceau. 

Les équations (i4> donnent, puisque v est nul, 

d*où 

tMii a\ -r- b' \L)=. ci>ipa-r-76-i-':c> = o; 

on a donc 

(i6> cuf a'; >.*-r- 2cu(a' | b' ) >,a -»- ci*(6') ji* = o, 

équation qui donne pour ). : ;jl deux valeurs : Tune fournira la tangente à la 
courbe lieu du point O; Tautre, comme on le voit aisément, donnera la caracté- 
ristique du plan. 

06. 11 y a coïncidence de ces droites, si 

(17) [(«<a'i6'»]* — cu( a' ) toj 6' ) = o. 

Supposons, pour simplifier, que a soit justement la tangente au lieu du point O ; 
cela est toujours permis. On a, dans ce cas, 

puisque a est tangente à une courbe. 

Nous pouvons donc regarder les a\ comme les coordonnées d'une droite a', la- 
quelle, comme on va le voir, fait partie du faisceau (o, ?:). L^ équation (17), puis- 
que <t>(a') = o, donne en effet 

a)(6' I a') = o, 

en sorte que la droite a' fait partie du complexe linéaire 

(18) Vii(b'\x) = o. 

Ce complexe ne serait spécial que si Ton avait (0(6') = o. Si le point O ou le 
plan TT ne sont pas fixes Tun ou Fautre, auquel cas toutes les droites des faisceaux 
considérés se couperaient, on peut toujours supposer que la droite b du faisceau 
n'a pas d'enveloppe et que «0(6') n'est pas nul. 

Les équations 

prouvent que les droites a, b font partie du complexe (18) et que ^ est le plan 
polaire du point O. La droite a' du complexe étant issue de O doit donc être 
dans le plan 7:. 

Le faisceau (o, t.) est donc le faisceau osculateur de la courbe lieu du 
point O. 



_J 
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OU, ce qui est la même chose, 

(19') (o(6|rfa) = o, 

car 

o = dîsi{a I b) = o>(a | db) -+- cu(ô | da). 

On voit donc qu'un faisceau dépendant de plusieurs paramètres et qui vérifiera 

la condition 

a)(6 I da) = o 

devra être constitué : 

Soit par un point d'une surface et le plan tangent en ce point; 

Soit par un point d'une courbe et un plan quelconque tangent à la courbe en 
ce point; 

Soit par le plan tangent d'une développable et un quelconque des points de 
contact de ce plan avec la développable; 

Soit par un point et un plan d'une droite, arbitrairement associés; 

Soit par un point d'un plan, associé à ce plan; 

Soit par un plan mené par un point, associé à ce point. 

Nous dirons, dans tous les cas, que le faisceau a une enveloppe si 

tii{b I da) = o. 

Les faisceaux à enveloppe ne dépendent, on le voit, que de deux paramètres. En 
sorte que, si Von se trouve en présence de faisceaux variables dépendant de 
plusieurs paramètres, la condition 

iù{h\da) = o 

entraîne que les paramètres dont dépendent les faisceaux sont réductibles à 
deux. 

Nous aurons bientôt à faire une application de cette remarque. 

Je passe maintenant à l'étude des propriétés infinitésimales des complexes de 
droites. 

59. Soient le complexe de droites 

X une droite de ce complexe, (o(^) la forme fondamentale, et je considère le sys- 
tème de complexes linéaires à deux termes 

Je donnerai à ces complexes le nom de complexes linéaires tangents. 
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ce qui prouve que le système des faisceaux (o, tc) est constitué par les points 
d'une surface et le plan tangent en chacun de ces points. 
Admettons qu^il existe deux relations 

nous aurons 

dz = ?'(x) dxy dy = ^'(ar) rfr, 

d*où 

l^C-r)— /> — q ^\x)\ dx = o. 

Si dx était nul, il y aurait trois relations entre x, y, Zy ce n^est pas le cas. On a 
donc 

et il ny a pas d'autre relation entre x, ^, 5, />, g, car 5, ^, />, q seraient fonc- 
tions de la seule variable x, et les faisceaux ne dépendraient pas de plusieurs 
paramètres. 

Nous avons donc ici l'ensemble des faisceaux obtenus en associant à chaque 
point d*une courbe un plan tangent quelconque à la courbe en ce point. 

Si enfîn trois relations existent entre x, y, z^ alors on a des faisceaux dont le 
point est fixe; le plan seul devant être variable et contenir au moins deux para- 
mètres, le plan devra être l'un quelconque de ceux qui passent au point fixe. 

Comme cas particulier des surfaces, on a la développable qui donne des fais- 
ceaux dans lesquels le plan ne dépend que d'un paramètre, et le plan qui fournit 
des faisceaux dont le plan est fixe et dont le point est quelconque dans ce plan. 
(]es deux cas sont dualistiqucs des deux que l'on a considérés en premier lieu. 

Un cas intermédiaire est celui des faisceaux obtenus en associant chaque point 
d\ine droite à un point de cette droite. Dans ce cas, en effet, le point ne dépend 
que d'un paramètre, le plan dépend d'un autre et ces deux paramètres sont indé- 
pendants. 

58. Ces faits trouvent une représentation fort simple et élégante en coordon- 
nées de droites. 

Prenons, en effet, le faisceau plan 

^/ = a/ -H X 6/, 

où les droites a, b dépendent de plusieurs paramètres; que faudra-t-il pour que 
vvH faisceaux aient une enveloppe? c'est-à-dire pour que, quel que soit le dépla- 
(Miinciil du faisceau, la tangente à la courbe décrite par O et, par conséquent, la 
ruractéristique du plan du faisceau, fassent partie de ce faisceau? 

Il sera nécessaire et suffisant, conformément aux résultats déjà acquis, que l'on 
uil, pour tous les déplacements possibles, 

Uy) <a(a\db) = o 
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de la corrélation normale du complexe sur la droite x. Cette importante pro- 
priété s'étend au cas d'un complexe quelconque. 

Je vais prouver que, ai les tangentes x d'une courbe font partie d'un corn- 
plexe 

f(.r) z.^0, 

le Jaisceau osculateur de la courbe appartient à la corrélation normale du 
complexe /= o sur la droite x. 

11 suffit évidemment de prouver que ce faisceau osculateur appartient à la cor- 
rélation normale du complexe tangent 

puisque, par définition, cette corrélation est la corrélation normale du complexe 
/{x) = o. 

En efiet, le faisceau osculateur est représenté par 



en supposant les j:/ exprimés en fonction d'un paramètre tel posant .rj == -^ ' 
11 faut prouver que 

or cela est évident, puisque 



^^^^'-='nA^)^.o, 2S^ 



àXi ' dt 



Le théorème est ainsi démontré. 



60. Quelques cas particuliers feront comprendre la porlée de ce théorème 
capital. 

Considérons un plan quelconque tî mené par x^ les droites du complexe y= o 
contenues dans ce plan enveloppent une courbe et la droite x, elle-même, touche 
cette courbe en un point O. Il résulte du théorème précédent que O et 71 se cor- 
respondent dans la corrélation normale. 

Ainsi : 

Si l'on fait passer un plan t: par une droite x d'un complexe, la courbe 
eni^eloppe du complexe relative au plan u est touchée par la droite x en un 
point O ; le point O et le plan tc se correspondent dans la corrélation normale 
du complexe. 

Fac. de T. - VI. 7 
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La remarque suivante juslifie cette dénomination. Soit x -\- dx -h ^ d^ x -^ , . . 
une droite du complexe voisine de Xy et remplaçons^/ par Xi-h dxi+^d^Xi-i- . . . 
dans le premier membre de (20), il viendra 

en tenant compte de d/ = o, dtù = o, c'est-à-dire un résultat du second ordre. 

Si les complexes linéaires tangents forment un système à deux termes, cela tient 
évidemment à ce qu'un complexe ne se trouve pas représenté par une équation 
unique, mais bien par le système des deux équations 

Cherchons les complexes spéciaux tangents ; nous devrons écrire 

c'est-à-dire 

.X..(|)*,X..(||£)....(g)=o. 



Mais on a 



._'"(£). 



\dx \dx ) Âtà . dtsi dxi jLà ùxi 

dxi 



car Xi = , 

A 

dxi 



- ; on a aussi û f ~ j = a)(^) = o ; il reste donc 



Xîû 



(I) = «■ 



L'équation qui fournit les complexes spéciaux tangents a donc ses racines 
égales et, par suite, les complexes tangents ne comprennent généralement qu'un 
seul complexe spécial, celui qui a x pour directrice. Si l'on se reporte au n** 29, 
on voit que tous les complexes linéaires tangents définissent sur j: la même corré- 
lation normale; pour ce motif, nous donnerons à cette corrélation le nom de cor- 
rélation normale du complexe f{x) = o sur sa droite x. On voit comment 
celte notion généralise la notion de corrélation normale d'un complexe linéaire 
(nM5). 

Nous avons vu (n° 53) que, si les tangentes x d'une courbe font partie d'un com- 
plexe linéaire, le faisceau plan osculateur appartient à ce complexe et, par suite, 
que le point O de contact et le plan osculateur usont des éléments correspondants 
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De là suit (n" 33) que les deux corrélations normales que détermine sur x 
chacun des deux systèmes respectivement sont en involiition. En employant la 
locution introduite au n" 59, on peut donc dire ceci : 

Si Von considère la corrélation Je Cliasles d\ine surface réglée d'un com- 
plexe relative à une de ses droites x^ cette corrélation est en involution avec 
la corrélation normale du complexe relative à x. 

En d'autres termes, prenons un point O sur la droite x et menons en O le 
plan T langent à la surface, ce plan t et le plan iz homologue de O dans la corré- 
lation normale forment un faisceau harmonique avec deux plans fixes. Ou 
encore : 

Soient 

O un point sur x] 

T le plan tangent à la surface réglée; 

O' le point correspondant à t dans la corrélation normale; 

t' le plan tangent en O'; 

t' est le plan qui correspond à O dans la corrélation normale du complexe. 

Si la surface considérée est développable (ou plus généralement forme une 
série réglée à enveloppe), la corrélation de Chasles est singulière et son involu- 
tion avec la corrélation normale signifie que son couple singulier appartient à 
cette corrélation. C'est précisément le théorème du n° 59. 

62. Considérons toutes les droites x d'un complexe et tous les faisceaux 
plans (0,7:) dont le point et le plan sont des éléments correspondants de la corré- 
lation normale du complexe sur une droite x. J'appellerai ces faisceaux plans les 
faisceaux plans du complexe. On voit comment cette définition généralise celle 
que nous avons donnée au n" 13 pour le cas d'un complexe linéaire. 

Soient (0, 7t) un faisceau du complexe, x la droite du complexe dont la corré- 
lation normale admet comme éléments correspondants le point O et le plan tt. Le 
cône du complexe qui a pour sommet le point O sera tangent suivant x au planu, 
et la courbe enveloppe des droites du complexe relative au plan u touchera en O 
la droite x. On peut donc énoncer ces théorèmes : 

Les plans ir des faisceaux du complexe dont le point O est donné envelop- 
pent le cône du complexe qui a pour sommet ce point. 

Le lieu des points O des faisceaux dUin complexe dont le plan est donné 
est la courbe enveloppe des droites du complexe relative à ce plan. 

Le cône du complexe est ainsi le lieu enveloppe des plans dont la courbe enve- 
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Ceci posé, supposons que la fonction y( a:) devienne /'(j:'), en sorte que 






on aura 

or ces équations entraînent la suivante 



ce qui démontre bien l'invariance de 11 (-pj- 

On appelle droite singulière d'un complexe toute droite pour laquelle l'inva- 
riant û( -j^ j est nul. 

Il est intéressant de se rendre compte de la façon dont se comporte la corréla- 
tion normale d'une droite singulière. 

Puisque les complexes tangents sont tous spéciaux et qu'ils forment un système 
à deux termes, il faut conclure que leurs directrices forment un faisceau plan 
(0,7:), et, d'après la remarque du n° 30, la corrélation normale sera singulière. 
Toute corrélation homographique en involution avec elle devra donc contenir son 
couple singulier (O, t:). Par suite, toute surface réglée non développable contenue 
dans le complexe et passant par la droite singulière x devra toucher en O le 
plan Tz. 

Par contre, toute surface développable (du complexe) passant par la droite x 
devra ou bien admettre O sur son arête de rebroussemeut, ou bien toucher le 
plan 7c. 

64. Mous allons trouver ici une intéressante application des principes de la 
représentation des surfaces par leurs tangentes exposés au n" 58. 
Je vais prouver, en effet, ce théorème dû à M. Pasch : 

Les faisceaux plans (O, ti) aJJ'érents à toutes les droites singulières dUin 
complexe ont une enveloppe . 



Puisque l'on a 



si l'on pose 



i> 



m-~" 



\dx) 
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\esyi sont les coordonnées d'une droite^', cl celle droile est la direcirice de l'un 
des complexes linéaires tangents. 

Le faisceau plan des directrices de ces complexes, le faisceau (O, tt), esl donc 
représenté par les formules 

Les conditions 

(u(.r) = o, io(j') = Oj (i}(T\ y) — o 

étant évidemment remplies, il suffit de prouver (n" 38) que 

ui(y[ dx) ■= o. 



ou que 



Mais puisque Ton a posé 



on en tire 



il suffit donc de prouver que 



2 "if '*'="■ 






Of 



ce qui est évident. 

On a donné le nom de surface de singularités à cette surface remarquable (*). 

Le théorème relatif aux droites singulières tracées sur les surfaces réglées du 
complexe prouve, si l'on observe qu'une surface réglée du complexe contient géné- 
ralement des droites singulières, prouve le théorème suivant : 

Toute surface réglée du complexe touche généralement la surface de sin- 
gularités en un certain nombre de points. 

60. Maintenant le ihéorème du n° 08 nous permet de démontrer le théorème 
suivant partiellement trouvé par M. Cayley et complété par M. Klein. 
Si, pour un complexe de droites, on a 



12 



m = " 



identiquement ou en vertu de /=^ o, w = o, les droites du complexe ont une 



(•) On voit qu'il pourra arriver que la surface de singularités se réduise à une simple courbe, ou 
que les faisceaux plans singuliers engendrent Tun dos quatre autres ensembles définis au n<* 58, ou un 
système de plusieurs de ces ensembles. 



CHAPITRE IV. — PRINCIPES DE GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE, ETC. 55 

enveloppe, c'est-à-dire, touchent une surface fixe, non dëveloppable ou dévelop- 
pable, ou bien coupent une courbe fixe. 

Reprenons en effet les notations précédentes 



yi= — 



\dx) 



à toute droite x du complexe nous faisons ainsi correspondre une droite j* qui la 
coupe en un point O, et a avec elle en commun un plan tz. 
Le faisceau (0,7t) a pour représentation , 

On pourrait croire qu'il dépend de trois paramètres comme la droite x^ et s'il 
ne dépend que de deux en réalité, du moins on ne le sait pas a priori; mais, quoi 
qu'il en soit, puisque l'on a 

2to(7 I t/j?) = 2 ^^ dxi=^ df= o, 

on est assuré que le faisceau (0,7:) a une enveloppe (n" 38). Et dès lors il ne 
dépend pas de plus de deux paramètres. Si O décrit une surface, tc touche la sur- 
face et le complexe est celui des tangentes à cette surface. Si, au contraire, O décrit 
une courbe, toutes les droites du complexe coupent cette courbe, et leur ensemble 
est défini par cette condition. 

Nous aurons à voir plus loin comment se différenlient ces deux cas. 

66. Les propriétés infinitésimales des congruences sont connues depuis beau- 
coup plus longtemps que celles des complexes. Elles se sont présentées aux géo- 
mètres dès les premières recherches sur la théorie des surfaces. Dans son Traité 
de Géométrie, M. G. Darboux leur a consacré une place importante et a ajouté à 
l'intérêt que les géomètres leur prêtaient déjà en les rattachant aux recherches de 
Laplace sur les équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre. Nous 
aurons occasion d'insister sur le rôle de ces équations dans l'étude des congruences. 
Je vais auparavant rappeler les principales propriétés des congruences de droites. 

Les droites d' une congruence sont généralement tangentes à deux surfaces; 
cependant, dans certains cas, ces surfaces peuvent se réduire à des courbes ou 
coïncider. 

Soit une congruence commune à deux complexes A et B; soit^ une droite de 
cette congruence. Les corrélations normales H;^, Hj, des complexes A, B sur la 
droite x ont en commun deux couples (F, 4>') (F', 4>) : les couples (F, <ï>) (F', <ï>') 
inverses (n" 21) de ces couples jouent un rôle particulièrement important; nous 



les foyers el 4*, t"' les plai 




le* xppdIproDf l« ro'ij!' f /•xirif.r : F, F' : 
focaux 4e )a droîie r. 

Lies couple» foc3u\ j>-'i'ï«nl èlre réels ou imaginaires, ou même confondus. 

Sopjiosoa^Ies d'alxinl li^tincls. \je% droites x dépendent de deux paramèires 
('n"0 '. tes poinl^ F, F'. 1' -i plans 4>, "!>' dépendront donc en général de deus para- 
mi-treK. Les poinls I" <■! F' décriront donc en général deu\ surfaces S et S' 
(respecltvemeni) ijiic i'-m appelle les surfaces focales. Cependant il se peut que 
le point F, par e\ein|>l''. décrive une courbe, auquel cas nous dirons que la sur- 
face focale S se réduit li une courbe, 

(^nsîdéi'otis une ^iirfiice réglée contenue dans la congrucncc el passant par la 
ilroite x; elle i\/-XeTmU\r sur x une corrélation de Chasies qui doit être (n-GI) 
en involutîon avec cli.n une des corrélations normales H^, Hg et qui, par consé- 
quent (n''23), dort ailunitre les couples (F, 'fr)(F', ♦') inverses des couples (F, *) 
(F', "t), communs à 11, ri Hg- En un mot, toute corrélation de Chasies définie 
sur X par nn« surfit::- réglée de la congnience doit admettre les couples fo- 
caux. Ou erii^ore : Toiitr iiirfacc réglée de la congriience çi/i passe par x louche 
en F le pion * el en l'' /'■ plan "!>'. 

Contiidérous los CùrK'l.itions de Chasies singulières qui appartiennent à la con- 
grucncc. Ces rotréliilioti-. sont définies par la condition d'être en involution a%'ec 
11^ el II,,. l>onc, d';i|i(r- le n" 25, leur couple singulier est (F, *') pour l'une et 
(F', <I>) [tour l'iuilre. 

Ou |K'iit 'Tti i'i>iti'1uii' ijuautour de cbaque droite x de la congruence il y a 
<\<i\\\ cliulics Mii'iiii's .: rdx, x-\-d'x de la congruence qui forment avec x 
rliiiciirii' un éléiiinil du m rie réglée à enveloppe; nous dirons, pour abréger, un 
,i|ém,-.it ded,'.v.>l<i|,],^blr. 

Il > iidonr ileii\ iniiNti'r'csdc déplacer continucment une droite d'une congruence, 
il piirlir d'une |>i>si[l<>ii ilnnoée quelconque, de telle sorte que la droite engendre 
une dbvi.'lop|ial>li'. I ..i ruiii^rjence peut ainsi être de deux manières décomposée en 
développnbles (l'une (.nnillc. Par chaque droite x de la congruence, il passe deux 
de CCS (lévelii[i|nilitr-, cl lis faisceaux osculatcurs de ces développables sont res- 
pocliveinenl 1 1", 'I'' ) il \ !■ ', *). Les deux développables en question ne sont donc 
réellcâ qu'auluiit ipie ri- deux couples le sont. 

Knvisa^'eciti.s iraliord li' cas oi'i S et S' sont de vraies surfaces. Considérons une 
développalile former di> droites de la congruence; l'arétc de celte développable 
est un lieu des puinls I'. illc est tracée sur S. Nous aurons donc sur S une famille 
de courbes (ï doiil les tangentes engendrent la congruence. Pareillement, noua 
«tiron» sur S' une liiinilli' dt courbes C dont les tangentes engendrent également 
la congruence. 

Toute droite x de lii roiigrucnce est tangente en F à une courbe C et en F' à 
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une courbe C; elle est donc tangente en ses foyers aux surfaces focales S 
et S'. 

Toute surface réglée formée de droites de la congrucnce se trouve ainsi cir- 
conscrite à la fois aux surfaces S et S'. Or son plan tangent en F est le plan <I>, 
son plan tangent en F' est le plan <ï>'. 

Les couples focaux (F, 4>), (F, ^') sont donc tangents aux surfaces fo- 
cales. 

Considérons en particulier la développable dont une courbe C est Taréte; elle 
est circonscrite à S suivant une courbe D. Lorsque C décrit la surface S', la 
courbe D engendre sur S une famille de courbes. Je dis que les courbes C e/ D 
forment sur S un réseau conjugué. 

En effet, la courbe D est la courbe de contact de S avec une développable dont 
la génératrice rectiligne qui passe en F touche, en ce point, la courbe C. La tan- 
gente à D au point F et la droite x tangente à C en F sont donc deux tangentes 
conjuguées au sens de Dupin. 

Pareillement, les développables qui ont pour arêtes les courbes C sont cir- 
conscrites à S' suivant des courbes D' qui forment avec les courbes C un sys- 
tème conjugué. 

On voit qu'une congruence établit une correspondance point par point entre 
ses surfaces focales. Au point F pris sur S correspond F' pris sur S' et inversement. 
Lorsque deux surfaces se correspondent point par point, il existe généralement 
sur chacune deux familles de courbes conjuguées dont Timage sur Tautre est un 
autre couple de familles conjuguées. Ici, ces deux familles sont les courbes C, D 
sur S et les courbes C, D' sur S', car, si F décrit une courbe C, F' décrit une 
courbe D', et si F décrit une courbe D, F' décrit une courbe C. 

11 y a lieu toutefois d'observer, et nous reviendrons sur ce point, que si les 
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes S et S', à tout système con- 
jugué tracé sur S correspond sur S' un autre système conjugué. 

67. Le cas où une des surfaces S, S', ou même toutes les deux, deviennent des 
courbes, n'offre aucuile difficulté. Supposons que F décrive une courbe V et F' 
une surface S', cette surface élant encore le lieu des courbes C, arêtes des déve- 
loppables d'une famille formées avec les droites de la congruence, ces droites 
sont assujetties à la double condition de couper V et de toucher S'. Seulement, 
ici, les développables d'une famille se réduiront aux cônes dont le sommet F est 
pris sur la courbe V et qui sont circonscrits à S'. 

Les courbes D' seront les courbes de contact de ces cônes. 

Quant aux courbes C, ce seront les arêtes de développables passant par la 
courbe V. 

Fac. de T. - VI. 8 
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Si la surface S' elie-mênie se réduit à une courbe V, la congruence est l'en- 
semble des droites qui coupent V et V; les développables de la congruence seront 
alors les cônes passant par V et dont les sommets sont sur V, et les cônes pas- 
saut par V et dont les sommets sont sur V. 

Un exemple intéressant est fourni par les droites qui coupent deux coniques 
focales l'une de l'autre. Tous les cônes sont alors de révolution. 

Nous avons déjà rencontré un exemple de surfaces focales réduites à des lignes, 
dans la congruence linéaire. 

68. 11 ne sera pas inutile de reprendre, |)ar une autre voie, Texposition de 
ces résultats. 

Soient les équations des complexes A et B 

et a: une droite de la congruence commune; je considère l'équation 

Dans cette équation,^ désigne une droite courante et \ [jl, v trois arbitraires^ 
ti}(x) est, comme toujours, la forme fondamentale. Cette équation représente un 
système à trois termes de complexes linéaires qui ont en commun une demi- 
quadrique dégénérée (n° 40). 
Formons, en effet, l'invariant 

\ dx ^ Ox dx I 



ÔXi 



On a d'abord 

aj(a:) = o, 



Xi= — 



m 



àxi 



et, par suite, le coefficient de v s'écrit 



2-( 



. df â£r\ 



OXi ' ^ dxi ) 

OÙ m y ni' sont les degrés d'homogénéité de / et de g. Comme /=«• = o, on a 
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donc 

\ ÔT ^ dx dx J \ ôx âx /^ 

OU, en développant, 

Les complexes spéciaux du sysicine s'obliendront en prenant pour A : |jl les 
valeurs Xq I [Aq et X^ : [jlJ, qui annulent cel invariant. Ces complexes spéciaux 
formeront donc les systèmes à deux termes 

Dans ces formules, v demeure un paramètre arbitraire. D'après le n** 30, 
chacun de ces systèmes (aS), (24) se compose de complexes spéciaux dont les direc- 
trices forment un faisceau plan. Nous avons donc deux faisceaux plans; j'ajoute 
que (F', <ï>), (F,<ï>') sont ces deux faisceaux. En effet, cherchons les deux fais- 
ceaux plans dont l'ensemble constitue les droites communes aux complexes (21). 
Ces droites communes j' vérifient les équations 

Elles coupent x d'après la dernière relation et comme .r appartient aux deux 
complexes 

elles ne peuvent elles-mêmes appartenir à ces deux complexes qu'à la condition 
de faire partie de l'un des deux faisceaux (F, 4>'), (F', 4>) qu'ont en commun les 
deux corrélations H;^, Hr déjà définies plus haut. Puisque les droites des faisceaux 
(F,4>'), (F', 4>) sont celles qu'ont en commun tous les complexes (21 ), les direc- 
trices des complexes spéciaux de ce système engendrent les couples focaux (F,^), 
(F', <!>'), inverses des deux premiers. 

Supposons dès lors que les complexes (23) engendrent le faisceau (F, <ï>), toute 
droite de ce faisceau sera ainsi représentée, 



vj-> 



où l'on a posé 



âzi ^ dxi ^^ f)xi 



Go KOKMGS. 

Il est évident que les :;, ainsi définis seront les coordonnées d'une droite parti- 
culière du faisceau (F,<I>). 

Vérifions que la condition pour que ( F/P) ait une enveloppe se trouve remplie, 



2 ('•" ifn "- '" ë) ''•'■'■ " ^^ ''^ "" '"' ^^ " "' 



car dfz=i o, r/^ = o. 

Il est ainsi prouvé que les couples focaux possèdent une enveloppe. 

Le svstème des complexes (21) possède une propriété qui justifie le nom de 
complexes linéaires tangents que Ton donne à ces complexes. Si Ton substitue 
aux r/ dans le premier membre de (21) les coordonnées d'une droite de la con- 
gruence 

x,'-T- dxi-h - d^Xi-\ d^Xi-h.., 

I . 'A 1.2.3 

infiniment voisine de x, on trouve un résultat du second ordre au plus. Aucun 
aulre complexe linéaire n'offre cette particularité, ainsi que le lecteur le vérifiera 
lui-même. 

69. Uien que nous ne voulions pas placer ici une étude détaillée des con- 
gruences de droites, nous devons cependant tenir compte du cas où, pour toutes 
les droites de la congruence, les couples focaux coïncideraient. 

Ce cas est évidemment caractérisé par le fait que les deux racines de Téqua- 
tion (22) sont égales, ce qui donne 

Le premier membre de cette équation est un invariant de la congruence; c'est 
même un combinant, car, si Ton pose 

on trouve 

(!)hercli()ns quelle peut bien être, dans ce cas, la définition de la congruence. 
Nous n'avons plus qu'une seule famille de séries réglées à enveloppe et le 
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couple focal unique (F, <ï>) est le lieu des direclrices des complexes linéaires tan- 
gents spéciaux 

Comme plus haut, on reconnaîtra que ce couple (F,^) possède une enveloppe, 
laquelle sera généralement une surface S. 

D'autre part, puisque le plan ^' coïncide ici avec le plan ^, le couple (F,<ï>) 
constitue en même temps le faisceau osculateur de Tunique développable que l'on 
puisse former avec les droites de la congruence, et qui passe par la droite x, 
L'arôte G de cette développable est Iracée sur S et, comme le plan osculateur 4> 
de G au point F est en même temps tangent a S, il en résulte que G est une ligne 
asymptotique de la surface S. Geci ayant lieu pour toules les développables de la 
congruence, celle-ci apparaît comme rensemble des tangentes aux lignes 
asymptotiques d^ une famille de la surface S. 

Réciproquement, si Ton considère les asymptotiques G d'une famille sur une 
surface S, leurs tangentes constituent une congruence à couples focaux con- 
fondus. 

En effet, soit généralement sur une surface S une famille de courbes G, et 
considérons la congruence des tangentes à ces courbes. Soit x une de ces tan- 
gentes qui touche en F une courbe G; <I> le |)Ian tangent en F à la surface et 4>' 
le plan osculateur à G en F. 

Les plans 4> et <!>' sont les plans focaux de la droite x et la seconde surface 
focale S' est l'enveloppe du plan ^' . Mais que les lignes G soient <les asympto- 
tiques de S, alors <!>' coïncide avec ^ et les couples focaux coïncident. 

70. Il nous reste à considérer ce qui arrive si, les couples focaux coïncidant, 
le point F décrit non plus une surface, mais une courbe V. Ge cas, assez rare- 
ment considéré, offre cependant un réel intérêt. 

La congruence est composée de droites qui coupent la courbe fixe V. Par tout 
point F de V il passe donc une infinité de ces droites. Les droites issues de F 
forment un hyperfaisceau dont on peut représenter une quelconque des droites 
par les formules 

Zi — Xa.i-^~ \x bi -f- V Cl 

ou 

to (Vï — (0 C />>) — 10 ( c ) = (0 ( /7 I b)=z (s}(^a je)— txi( h\c)— o, 

^11 fr/j ^t étant des fonctions d'un paramètre u. De plus, entre X, jjl, vdoit exister 
une relation homogène, qui est en quelque sorte l'équation du cône que décri- 
vent les droites de la congruence issues de F. 
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On a 

dzi = X dai -h \L dbi -h v dci -r- ai d). -h bi d]± h- c/ rfv 

= ( X oj -+- fjL 6| -H V cj ) e/w -f- ( rt| </X -f- 6/ e/fjL -h a dy)j 

a\^ b\y c\ étant les dérivées de a/, è/, c/ prises par rapport à u. Donc 

oi(dz) = (i> ( X a' -h fJL 6' -H V c' ) t/a* 

-+- 2u>(la'-h |x6'4- vr' I a rf)v -4- 6 e/ti -+- c rfv) e/w ^- to(a d}. -h b d\L -f- r r/v ). 

L'expression to(rtrfX4- bd^-\-cch) est nulle identiquement, et il reste 

L'équation iiô(dz) = o définit les droites de la congruence voisine de z^ qui forment 
avec z un élément de développable. La solution du = o fournit les cônes dont 
le sommet est sur la courbe V. Mais ici, puisqu'il y a coïncidence des deux 
familles de développables, les deux solutions doivent donner du = o. 

Supposons X, [JL, V exprimés en fonction de u et d'un paramètre r qui varie 
quand la droite décrit le cône cherché. Il faudra que le terme en dudv dispa- 
raisse ou que l'on ait identiquement 



(O 



\ ^ di' dv dv f 



ce qui s'écrit, en développant, 



(i> 



(*i^')(^^.-%TO-'-('^i'''>0£-^S)-'(''"''>(^^r-^ê)='" 



Si l'on observe que to(6]c'), (i)(c|a'), M[a\h') ne dépendent pas de r, on voit 
que cette équation équivaut à la relation finie 



•a6) 



î^ 



a)(6|c') tii{c\a) Vii{a\b' ) ' = o, 



? 



OÙ a, |3, Y sont des constantes, c'est-à-dire des fonctions de u, 

La forme linéaire de cette équation nous prouve d'ahord que les droites de la 
congruence issues du point F de la courbe V engendrent un faisceau plan. Le 
plan ^ de ce faisceau est évidemment le plan focal. De plus, dans la gerbe lieu 
des droites issues de F, la tangente Fï à la courbe V est représentée par les 
valeurs suivantes de À I [jl * v (n" o4). 



to(6|c') ei>(c|a') to(a|6') 
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Comme ces valeurs de X : [jl : v vérifient l'équation (26), on doit conclure que le 
plan ^ louche la courbe V, c'est-à-dire, conformément à la locution du n®55, que 
les caractéristiques du faisceau (F, ^) appartiennent à ce faisceau. De là résulte 
aussitôt que, en général, la congruence est le lieu des droites qui touchent une 
développable donnée en des points d'une courbe tracée sur cette développable, 
et que, exceptionnellement, elle est le lieu des faisceaux plans (F, 4>) dont le 
point et le plan constituent un couple d'une correspondance déterminée entre les 
points et les plans d'une droite fixe (n** 56). 

La congruence linéaire singulière (n** 29) est le cas le plus simple que l'on puisse 
citer. 

71. Il est souvent utile de représenter une congruence en exprimant les coordon- 
nées XiAe l'une quelconque de ses droites x en fonction de deux paramètres w, v. 
De même, il est souvent utile de représenter les coordonnées d'une droite d'un 
complexe au moyen de fonctions de trois variables. Nous reviendrons plus tard 
sur cette représentation des complexes; mais je vais présenter immédiatement 
quelques remarques sur ce qui concerne les congruences. 

Si l'on forme tù[dx), comme 

, dxi àxi 

dxi = —- ciu-i — -- di'j 
du ôv 

on aura 

(i;) iù{dx) — E du^ -h iF dudç -i-G dv^, 



Toute équation entre w, v fournit une surface réglée de la congruence; en parti- 
culier, les intégrales de l'équation 

E du^-hiFdu dv-r-Gdv^=^o 

donneront les développables de la congruence. Ces développables coïncideront si 
EG-F2=o. 

Considérons un complexe linéaire 

X aiyt = o, 

et substituons à la place de yt les coordonnées d'une droite de la congruence voi- 
sine de la droite x de cette même congruence 

dxi , ôxi , I /dxi ,. dxi ,. \ 

du ôv i\du ' àv 1 



- ( -T-T du^ -i- 2 - — r- du di^ -+- -f-r- dv*) -h 

a \ ou* du dv dv* / 






«:» «-• ^r* f-r W» W* t.- W* 

T « > -■ T '^ -' - T *> - r* ~ > -ï — - X- - - ^ r — r- à ~ ^ r - r 






.- r-.- ^ 'îr.fc... 



i«- 



.-ji IVrfji ejiiot^t u^ a 'i^ «<rtit c|ar 



2 






U: réiulut 'l^ U «oiy^iîtnfkci <:?€ 









■^- 



fi ie rédoil au d^tixi^oM; ordfc. 

niére â faîr«5 di^y^ràiir*: aii*«*î fer* Urrzû^^ d=j dcaii-rtn* ordre, ea s>rle •^:ie- ^-^ 
iroistènte ordre pr^:*, le-» droite* ^oî^iu*-* duorr dn^îîe x dia- I» c id^rucco»? 
peatent être t:u%\\^zh:\ comm^ e/>DU:na^t dir** on cocopï«rxe lîûT^irr. Noui- iiroQ> 
<ja#ï, dao* c^ ca^, b çorj^nMriiK;^ p<rHéd<^. «riit^Dt chacao^: d^ s*é droites, qo coiw- 
pfexe linéaire oicnl/ii^tir. 

Il faut; pour que le* Urriufr* dci deuxiéiiù^ ordre dUfiaraî^^iit. qu*:: 1 on ^;. eo 
même ternp* ^|fi^ le* équdtîooè v^^* le* §ui%4iDtes 









1^ f;ofnpatiljilité de c^* équation* d'exprimé en écrUanC que le dctermioânt sui- 
vant eftt nul 

.-, '/*-r, <^-r/ ^«jr, //jr, ojr, 

t Jff) 9 ^ f f > 9 -T. = O. 

^ OU^ ou OV Oi'^ ou <H 

Or ce déterminant nul exprime évidemment la condition nécessaire et suilisanle 
pour ue le.*x/ soient solution* d'une même équation de la forme de Laplace 

Ainsi, pour qii^ une congruence admette un complexe lincaire oscu/ateur, il 
Jaut et il fni(/U r/ue le» coordonnées d'une de ses droites vérifient une même 
éf/uation de In forme ( 'U j. 
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7î2. Les congruences à couples focaux confondus sont toujours dans ce cas. 
Supposons, en effet, que r = const. soient les développables de la congruence, 
l'expression de co(rfx) doit se réduire à dv^ ; on a 

nous aurons donc 

/ dx\ /dx\dx\ 

Je considère les expressions suivantes 

dw* fiudv du dv 

et je forme 



(O 



\(^« ' / \àu du*/ \du ou dvj \àu/ \du c^r / \ du 



dx\ 
du)' 



Ces deux expressions sont nulles. On a, en effet, 

ï d(si(x) / \dx\ I dîû(x) I \dx\ 

e;uj ( a? -7- I 

> \ nti I 



\\du) l \d*x\ / 



day/ 



et comme to ( — j = o, on a 
de même 



V Um/ / I d^x \ ldx\dx\ 



(dx I d j? \ 
-V- U- ) = o, on a 
du\dv I ' 

(3n a donc bien 

diii{x) 



( "i-î ) 



(dx I \ v:^ d w($) 

\du\ ') ^ d\i ^' ' 



oii l'on fait, pour un instant, Ç/ = -^ 
Fac. rfc r. — VI. 
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GC. 



k(ii:nigs. 



Si l'on avait 



t)u>(f) àia(i) 



àl 



<'U 



'Oti}{x) Ovii(x) 



On 



OXt 



d Mix) 
àXc. 



il vientlrail, en appelant p la valeur commune de ces rapports, 



ce qui exigerait que 



ou 



d'où 



n)(i — ox) 

■ = Q 

f>($i— px,') 



\i—pXi==: O 



Ox, __ 



v=.>'"V.; 



( f =B I , 7. , . . . , G I , 



les rapports des jc/ ne dépendraient que de c, ce qui est contraire à nos hypo- 
thèses. 

L^un au moins des déterminants 

c) w ( 5 ) d {X) (x) ô iti(^) io{x) 



0;i dx/i- 



OU- OXi 



n'est pas nul, d'aprrs ce qui précède. Par exemple, celui qui correspond aux 
indices « = i, A* = 'à. On peut alors déterminer Téquation 



(Ti) 



A V-; -^ I^ ": — T- -+- G . — h D -- -h G 6 = o 
ou^ Ou ov Ou ()v 



de façon qu'elle admette les solutions j?3, x», ^5, x^; ©3, cpj, cpg, cpe étant nuls, 
les équations (3'>.) donneront dès lors, pour cpi, cp^» ^^^ valeurs nulles puisque le 
déterminant correspondant n'est pas nul. 

Les six expressions cp/ étant ainsi nulles, les six coordonnées x^ vérifient l'équa- 
tion (33). l^a congruence admet donc un complexe linéaire osculaleur. 

73. Mais ce cas n'est pas le seul. 

Prenons, par exemple, une congruence G contenue dans un complexe linéaire. 
Les deux surfaces focales sont polaires réciproques par rapport à ce complexe. 
Kn effet, soit A une droite de la congruence et (F, 4>), (F', ^') les couples focaux. 
Le couple (F, 4>') est le faisceau plan osculateur de la courbe C tracée sur la 
surface S (n** 66); ce faisceau plan appartient donc au complexe linéaire, attendu 
que les tangentes de C appartiennent à ce complexe (n" 53). Le plan <t' est ainsi 
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le plan polaire de F dans le complexe; pareillement, le plan ^ est le plan polaire 
de F'. Les deux faisceaux plans (F, ^), (F', ^') sont polaires l'un de l'autre et, 
par suite, les deux surfaces focales S et S' qu'ils enveloppent sont polaires Tune 
de l'autre par rapport au complexe. 

11 y a même plus : lorsque le point F décrira sur S une courbe ou, plus exac- 
tement, lorsque le faisceau plan. (F, ^) décrira un bandeau circonscrit à S, le 
faisceau plan (P^', ^') décrira le bandeau réciproque circonscrit à S'. Si, en parti- 
culier, le bandeau est un bandeau asymptotique de S, c'est-à-dire un bandeau 
dans lequel le lieu du point F est une asvmptotique de S, le bandeau correspon- 
dant de S' sera également asymptotique. Cela tient à ce que, par dualité, les 
bandeaux asymptotiques d'une surface se transforment dans ceux de la surface 
transformée. 

Autrement dit, les asymptotiques se correspondent sur les surfaces focales. 

Cette propriété remarquable est générale, ainsi que l'a montré M. G. Darboux, 
et les considérations précédentes permettent d'en donner une démonstration im- 
médiate. 

Soit une congruence G, qui admet, suivant sa droite or, un complexe linéaire 
osculateur Cj-; soit S une surface focale, et considérons les tangentes de S qui 
font partie du complexe C^. J'appelle Si la polaire réciproque de S dans le com- 
plexe Cj:, la surface S| sera la seconde surface focale de la congruence Gi des 
droites tangentes à S qui font partie de C^; soit enfin S' la seconde surface 
focale de la congruence G. Autour de la droite x^ les congruences G et Gi coïn- 
cident jusqu'aux propriétés qui dépendent du troisième ordre. Les deux surfaces 
focales S' et S| doivent donc être tangentes au point F' où x touche S' et, de 
plus, les éléments du second ordre de S' et S| doivent être les mêmes autour de F'. 
Les tangentes asymptotiques de S' et de S| doivent coïncider. 

Mais si F se déplace sur une tangente asymptotique de S, F' se déplace sur S^ 
suivant une tangente asymptotique, donc suivant une tangente asymptotique de S'. 
Il est ainsi établi que les déplacements asymptotiques sur S et S' se correspondent. 
Les asymptotiques de S et de S' se correspondent donc. 

jNous aurons occasion de revenir sur cette question. 
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